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Zadatak 1. Diferencijalne jednaqine

Diferencijalne jednaqine su jednaqine koje opisuju ponaxaǌe razliqitih fiziqkih, hemijskih i drugih
procesa, kao xto su kretaǌe tela, rast populacije ili teorija elektromagnetizma. Ova grana matematike
sastavni je deo prirodnih i tehniqkih nauka, te �e ve�ina vas u budu�nosti imati prilike da se susretne
sa diferencijalnim jednaqinama i ǌihovim primenama.

Pre nego xto formalno uvedemo pojam diferencijalnih jednaqina potrebno je da se upoznamo sa os-
novnim konceptima matematiqke analize, tj. pojmovima izvoda, integrala i primitivne funkcije:

• Izvod funkcije F (x), u oznaci F ′(x), je matematiqka operacija koja predstavǉa brzinu promene
funkcije u odre�enoj taqki, tj. meri koliko se funkcija F (x) promeni kada se vrednost nezavisne
promenǉive x promeni za vrlo malu vrednost. Izvod funkcije F (x) predstavǉa pronala�eǌe nove
funkcije f(x) koja opisuje brzinu promene originalne funkcije u zavisnosti od promene vrednosti
promenǉive x, tj. f(x) = F ′(x) = dF

dx .

• Integral funkcije f(x), u oznaci
∫
f(x) dx, je matematiqka operacija koja predstavǉa suprotnost

izvodu. Integral funkcije f(x) predstavǉa pronala�eǌe nove funkcije F (x), nazvane integralna
funkcija ili primitivna funkcija, qiji je izvod jednak originalnoj funkciji, tj. F ′(x) = f(x).

Da bismo izraqunali izvod ili integral neke funkcije, potrebno je da primenimo pravila izvoda, tj. in-
tegrala u skladu sa matematiqkim operacijama koje su prisutne u toj funkciji. U tablici ispod nalaze
se izvodi i integali qesto korix�enih funkcija i osnovna pravila ǌihovog korix�eǌa:

f(x) f ′(x)

C 0

xa (a ̸= 0) axa−1

ax ax ln a

ex ex

loga x
1

x ln a

lnx 1
x

sinx cosx

cosx − sinx

tg x 1
cos2 x

ctg x − 1
sin2 x

arcsinx 1√
1−x2

arccosx − 1√
1−x2

arctg x 1
1+x2

arcctg x − 1
1+x2

f(x)
∫
f(x)dx

a ax+ C

xa xa+1

a+1 + C, a ̸= −1
1
x ln |x|+ C

ax ax

ln a + C

ex ex + C

sinx − cosx+ C

cosx sinx+ C
1

cos2 x tg x+ C

− 1
sin2 x

ctg x+ C
1√

1−x2
arcsinx+ C

1
1+x2 arctg x+ C

dok se u tabeli ispod nalaze neka qesto korix�ena pravila:

Osobine izvoda Osobine integrala

(Cf(x))′ = Cf ′(x)
∫
Cf(x)dx = C

∫
f(x)dx

(f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)
∫
(f(x)± g(x))dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx

(f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)
∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx(

f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x)

∫
f ′(g(x)) · g′(x)dx = f(g(x)) + C

(f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x)
U prethodnom redu, funkcija g(x) je smena i pixemo

g(x) = t, dt = g′(x)dx i to zamenimo u integral



Kada nam je zadatak da prona�emo primitivnu funkciju date funkcije f(x) na intervalu (a, b), tra�imo
funkciju F (x) qiji je izvod jednak datoj funkciji f(x) na tom intervalu. Kao xto smo ve� naveli, ovaj
problem mo�emo ilustrovati slede�om jednaqinom:

F ′(x) = f(x)

Kako je u jednaqini funkcija F (x) data u obliku svog prvog izvoda, ova jednaqina se naziva diferen-
cijalna jednaqina prvog reda. Po konvenciji, nepoznatu funkciju nezavisne promenǉive, koju smo do sada
oznaqavali sa F (x), oznaqava�emo sa y(x) ili samo y.

Analogno se mogu definisati i diferencijalne jednaqine vixih redova :

• Diferencijalna jednaqina II reda: y′′ − y = 0

• Diferencijalna jednaqina III reda: y′′′ − 4xy′ + 3x = 0

• U opxtem sluqaju diferencijalnu jednaqinu zapisujemo kao: F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0

Dakle, diferencijalna jednaqina je svaka jednaqina u kojoj se javǉa nezavisna promenǉiva x, nepoz-
nata funckija nezavisne promenǉive y(x) i izvodi te nepoznate funkcije.

Rexavaǌe diferencijalne jednaqine podrazumeva pronala�eǌe svih ǌenih rexeǌa.

• Ako funkcija ϕ(x) identiqki zadovoǉava diferencijanu jednaqinu F (x, y, y′, y(n)) = 0 na intervalu
(a, b), funkcija ϕ(x) je rexeǌe diferencijalne jednaqine F (x, y, y′, y(n)) = 0 na intervalu (a, b).

• Familija funkcija y = ϕ(x, c), gde je c konstanta, je opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ =
f(x, y) ako za svaku taqku (a, b) jednaqina b = ϕ(a, c), gde je c slobodna promenǉiva, ima jedinstveno
rexeǌe c0, tako da je funkcija y = ϕ(x, c0) rexeǌe jednaqine y′ = f(x, y) koje zadovoǉava poqetni uslov
y(a) = b.

• Svako rexeǌe jednaqine y′ = f(x, y) dobijeno od opxteg rexeǌa tako xto se parametru c daje konkretna
vrednost c0 je partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine.

Jedan od najosnovnijih tipova diferencijalnih jednaqina prvog reda je diferencijalna jednaqina
koja razdvaja promenǉive. Ona je definisana na slede�i naqin:

y′ = f(x)g(y)

Gde su f(x) i g(y) unapred zadate funkcije. Kako bismo doxli do rexeǌa ove jednaqine, potrebno je
nametnuti uslov da je g(y) ̸= 0 (kako bismo izbegli mogu�nost deǉeǌa nulom) i zapisati y′ kao y′ = dy

dx .
Naxa jednaqina tada ima oblik:

dy

dx
= f(x)g(y)

Poxto smo pretpostavili da g(y) ̸= 0, jednaqinu mo�emo zapisati na slede�i naqin:

dy

g(y)
= f(x)dx

Zatim integralimo postoje�u jednaqinu:∫
dy

g(y)
=

∫
f(x)dx

Odakle nala�eǌem funkcija G(y) i F (x), koje su primitivne funkcije za 1
g(y) i f(x), dobijamo rexeǌe

diferencijalne jednaqine pri uslovu g(y) ̸= 0 koje je oblika:

G(y) = F (x) + c

Gde je c ∈ C konstanta integracije.
Ukoliko funkcija G(y) ima inverznu funkciju, y mo�emo izraziti kao:

y(x) = G−1 (F (x) + c)

Ovim postupkom dobijamo opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine koja razdvaja promenǉive.

Primer. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ = x(1 + y2) koja zadovoǉava uslov y(0) = 1.

Za poqetak, potrebno je da primetimo da je f(x) = x, a g(y) = (1 + y2) i y′ = dy
dx , pa jednaqinu ima oblik:

dy

dx
= x(1 + y2)



Kako g(y) ̸= 0 za ∀y ∈ R, jednaqinu mo�emo zapisati na slede�i naqin:

1

1 + y2
dy = xdx

Kada integralimo ovu jednaqinu i proqitamo vrednosti integrala iz gorenavedene tablice, dobijamo:∫
1

1 + y2
dy =

∫
xdx ⇒ arctg y + c1 =

x2

2
+ c2

Kako bi zapis bio kompaktniji, konstante integracije c1 i c2 mo�emo napisati kao c = c2 − c1,gde je
konstanta c ∈ R. Dakle, naxa jednaqina oblika:

arctg y =
x2

2
+ c

Sada mo�emo izraziti y i time dobiti opxte rexeǌe polazne diferencijalne jednaqine:

y(x) = tg

(
x2

2
+ c

)
Kada uzmemo u obzir poqetni uslov y(0) = 1 i ubacimo ga u dobijenu jednaqinu, dobijamo:

1 = tg

(
0

2
+ c

)
⇒ 1 = tg c ⇒ c = arctg 1 =

π

4

Dakle, c = π
4 , pa je partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine koje zadovoǉava uslov y(0) = 1 jednako:

y(x) = tg

(
x2

2
+

π

4

)
Jox jedan primer diferencijalne jednaqine prvog reda je linearna diferencijalna jednaqina. Ona

je definisana na slede�i naqin:
y′ + p(x)y = q(x)

Gde su p(x) i q(x) unapred zadate funkcije. Za poqetak, potrebno je odrediti faktor koji se mno�i sa
diferencijalnom jednaqinom kako bi se pojednostavilo rexavaǌe koji je u sluqaju linearne diferenci-
jalne jednaqine I reda definisan kao:

µ(x) = e
∫
p(x) dx

Sada mo�emo pomno�iti celu diferencijalnu jednaqinu ovim faktorom:

µ(x) · y′ + µ(x) · p(x) · y = µ(x) · q(x)
Prime�ujemo da se pred nama zapravo nalazi izvod proizvoda, pa jednaqinu mo�emo napisati u obliku:

d(µ(x) · y)
dx

= µ(x) · q(x)

Zatim integralimo postoje�u jednaqinu:∫
d(µ(x) · y)

dx
dx =

∫
µ(x) · q(x) dx ⇒ µ(x) · y =

∫
µ(x) · q(x) dx+ c

Gde je c ∈ C konstanta integracije.
Sada mo�emo izraziti y i dobiti opxte rexeǌe linearne diferencijalne jednaqine:

y(x) =
1

µ(x)
·
(∫

µ(x) · q(x) dx+ C

)
Dve xoǉe tople kafe poznatih poqetnih temperatura T1(0) = T2(0) = T0 ostavǉene su da se hlade na

sobnoj temperaturi Te takvoj da je Te < T0. Prva xoǉa se ostavi nedirnuta i promena ǌene temperature
T1(t) kroz vreme mo�e se modelirati ǋutnovim zakonom hla�eǌa:

dT1

dt
= −k(T1(t)− Te)

Gde je k > 0 poznata konstanta koja zavisi od strukture i koliqine teqnosti u xoǉi. U drugu xoǉu
se od trenutka t = 1

2k poqne sipati voda konstantom brzinom koja je sve toplija i toplija (linearno sa
vremenom).

(a) [2 poena] Promena temperature kafe kroz vreme u drugoj xoǉi
(
za t ̸= 1

2k

)
mo�e se modelirati

jednaqinom:

a) dT
dt = −k(T − Te) +

(
1
4 + sgn

(
t− 1

2k

))
2t b) dT

dt = −k(T − Te) +
(
1
2 + sgn

(
t− 1

2k

))
t

v) dT
dt = −k(T − Te) +

(
1 + sgn

(
t− 1

2k

))
1
2 t g) dT

dt = −k(T − Te) +
(
2 + sgn

(
t− 1

2k

))
1
4 t



(b) [3 poena] Pretpostavimo da je temperatura neprekidna funkcija od vremena, da su konstante T0 =
95◦C i Te = 20◦C i da se vreme meri u minutima. Kolika �e biti temperatura kafe u drugoj xoǉi nakon
20 minuta, ukoliko je nakon 1 minuta temperatura kafe u prvoj xoǉi bila 90◦C?

a) 66, 185◦C b) 82, 165◦C v) 108, 105◦C g) 143, 125◦C

(v) [4 poena] Posmatrajmo sada primenu ǋutnovog zakona hla�eǌa na kompleksnijem sistemu. Jaje
je u trenutku t stavǉeno u vodu temperature Te(t) (temperatura vode ne mora biti konstantna). Jaje se
sastoji iz dva dela, �umanceta koje je okru�eno belancetom i belanceta koje je sa jedne strane okru�eno
�umancetom, a sa druge strane vodom. Kako ova dva dela nisu istog sastava, oni �e se hladiti/zagrevati
razliqitom brzinom. Pretpostavimo da �umance ima temperaturu T1(t), a belance ima temperaturu T2(t).
Ukoliko su a i b pozitivne konstante, promena temperatura �umanceta i belanceta kroz vreme mo�e se
modelirati jednaqinama:

a) dT1

dt = −a(T2 − T1), dT2

dt = −a(T2 − T1)− b(T2 − Te)

b) dT1

dt = −a(T1 − T2), dT2

dt = a(T2 − T1)− b(T2 − Te)

v) dT1

dt = a(T2 − T1), dT2

dt = −a(T2 − T1) + b(Te − T2)

g) dT1

dt = a(T1 − T2), dT2

dt = a(T1 − T2) + b(Te − T2)



Finalno takmiqe�e

A kategorija

HSAlgorithm 2023

xifra

Zadatak 2. Linearna algebra i analitiqka geometrija

Jedan od korisnih koncepata u geometriji i raqunarskoj grafici predstavǉaju afine transforma-
cije, odnosno afina preslikavaǌa. To su funkcije izme�u afinih prostora koje preslikavaju taqke u
taqke, prave u prave i ravni u ravni. Jednostavnosti radi, u ovom zadatku �emo se baviti samo afinim
transformacijama ravni.

Definicija [afine transformacije ravni]: Afina transformacija ravni je neprekidna bijekcija
f̄ : R2 −→ R2 koja oquvava kolinearnost taqaka.

Afina preslikavaǌa imaju zgodnu matriqnu reprezentaciju. Za poqetak, objasnimo kako mo�emo pom-
no�iti dve matrice.

Neka je A matrica dimenzija m× n, a B matrica dimenzija n× p.

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 b12 · · · b1p

b21 b22 · · · b2p
...

...
. . .

...

bn1 bn2 · · · bnp


tada je proizvod matrica A i B matrica C = AB dimenzija m× p:

C =


c11 c12 · · · c1p

c21 c22 · · · c2p
...

...
. . .

...

cm1 cm2 · · · cmp


takva da va�i: cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

∑n
k=1 aikbkj, za sve i = 1, ...,m i j = 1, ..., p. Drugim reqima,

vrednost u i-toj vrsti i j-toj koloni matrice C dobijamo skalarnim mno�eǌem i-te vrste matrice A i j-te
vrste matrice B. Navedimo primer mno�eǌa matrice dimenzije 2× 4 matricom dimenzije 4× 3.

(
2 −3 0 5

1 −1 2 4

)
3 3 −1

−2 −4 0

−1 −3 −1

2 −5 10

 =

(
22 −7 48

11 −19 37

)

U prvoj vrsti i prvoj koloni dobijene matrice se nalazi broj 22 zato xto je 22 = 2 · 3 + (−3) · (−2) + 0 ·
(−1) + 5 · 2.

Neka je dat koordinatni sistem Oe i neka se taqka M(x1, y1) preslikava u taqku M ′(x′
1, y

′
1) afinim

preslikavaǌem f . Ovo preslikavaǌe se mo�e predstaviti u obliku(
x′
1

y′1

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
x1

y1

)
+

(
b1

b2

)
Ovo sa�eto mo�emo napisati u obliku X ′ = AX + b, gde su X ′, A, X i b odgovaraju�e matrice iz

prethodne jednakosti. Matrica A naziva se linearni deo, dok se matrica b naziva traslatorni deo. Ukoliko
ne bismo koristili matriqni zapis, formule afinog preslikavaǌa u ravni bi imale slede�i oblik:

x′
1 = a11x1 + a12y1 + b1

y′1 = a21x1 + a22y1 + b2

Prethodne dve jednakosti se jox kompaktnije mogu zapisati u matriqnom obliku (X ′ = AbX) na slede�i
naqin: 

x′
1

y′1

1

 =


a11 a12 b1

a21 a22 b2

0 0 1



x1

y1

1





Matrica Ab naziva se proxirena matrica afinog preslikavaǌa. Najznaqajnije afine transformacije
su translacija, rotacija, refleksija, skaliraǌe, homotetija i smicaǌe. Upoznajmo se detaǉnije sa ǌima.

Translacija τ⃗b za vektor b⃗ = (b1, b2) data je formulama:

x′ = x+ b1,

y′ = y + b2,

ili u matriqnom obliku: (
x′

y′

)
=

(
1 0

0 1

)(
x

y

)
+

(
b1

b2

)
Rotacija oko koordinatnog poqetka, za ugao ϕ ∈ [0, 2π) data je matriqnom formulom:

Rϕ :

(
x′

y′

)
=

(
cos ϕ −sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)(
x

y

)

Rotacija oko proizvoǉne taqke Q = (q1, q2) za ugao ϕ se mo�e predstaviti kao kompozicija dve translacije
i jedne rotacije oko koordinatnog poqetka O:

RQ,ϕ = τ−−→
OQ

◦Rϕ ◦ τ−−→
QO

Ovo tvr�eǌe je poznato kao teorema o transmutaciji.
Refleksija u odnosu na pravu p0 koja prolazi kroz koordinatni poqetak i koja sa pozitivnim delom

x-ose gradi ugao ϕ
2 ima slede�u formulu:

Sp0
:

(
x′

y′

)
=

(
cos ϕ sin ϕ

sin ϕ −cos ϕ

)(
x

y

)
Skaliraǌe u pravcu koordinatnih osa, sa centrom u koordinatnom poqetku i koeficijentima λ1, λ2 ̸= 0

ima slede�u formulu:

Hλ1,λ2
:

(
x′

y′

)
=

(
λ1 0

0 λ2

)(
x

y

)
Homotetija predstavǉa specijalan sluqaj skaliraǌa, gde je λ1 = λ2.
Smicaǌe sa koeficijentom λ u pravcu x-ose ima formulu:

Sx(λ) :

(
x′

y′

)
=

(
1 λ

0 1

)(
x

y

)
,

dok se smicaǌe sa istim koeficijentom u pravcu y-ose mo�e predstaviti na slede�i naqin:

Sy(λ) :

(
x′

y′

)
=

(
1 0

λ 1

)(
x

y

)
.

Posebno znaqajnu klasu afinih transformacija predstavǉaju izometrije. To su preslikavaǌa koja
quvaju du�inu u euklidskom prostoru E proizvoǉne dimenzije. Karakteristika svih izometrija je da je
determinanta ǌihove proxirene matrice uvek jednaka 1 ili −1.

Neke od najznaqajnijih osobina afinih transformacija su:

• preslikavaju prave u prave;

• quvaju razmeru kolinearnih du�i;

• quvaju paralelnost pravih;

• odnos povrxina slike i originala jednak je P (F ′)
P (F ) = |det(aij)|, gde je det(aij) determinanta (proxirene)

matrice datog afinog preslikavaǌa.

Navedimo jox i jednu korisnu teoremu.
Teorema: Proizvod proxirenih matrica afinih preslikavaǌa f1 i f2 jednak je proxirenoj matrici

kompozicije ta dva preslikavaǌa.
Napomena: Uopxteno se afine transformacije mogu definisati za proizvoǉne vektorske prostore (o

vektorskim prostorima je bilo reqi na proxlogodixǌem takmiqeǌu HS Algorithm). Neka je f̄ : V −→ V



linearno preslikavaǌe vektorskog prostora koji je pridru�en prostoru taqaka E. Afino preslikava�e

f : E −→ E je preslikavaǌe taqaka koje je indukovano preslikavaǌem f̄ vektora u smislu da je:

f(M) = M ′, f(N) = N ′ ⇐⇒ f̄(
−−→
MN) = f̄(

−−−→
M ′N ′).

(a) [2 poena] Razmotrimo primer alatke ”Zoom to window”, prikazane na slici ispod. Mix je pritisnut
u taqki P (360, 420), a otpuxten u taqki Q(520, 520). Afinim preslikavaǌem treba uve�ati prozor sa
dijagonalom PQ preko celog ekrana. Pri tome voditi raquna da se uve�ana slika uklopi u ekran ili
po xirini, ili po visini, u zavisnosti od proporcija prozora (bez distorzije). Smatrati da je ekran
rezolucije 1920 : 1080 = 16 : 9. Koliko iznosi zbir svih elemenata proxirene matrice ovog afinog
preslikavaǌa?

a) -8328 b) 0 v) 21.6 g) -8305.4

(b) [2 poena] Neka su P i Q proizvoǉne taqke (P ̸= Q). Data su qetiri iskaza vezana za kompozicije
razliqitih afinih preslikavaǌa.

1. RQ,α = τ−−→
QP

◦RP,α ◦ τ−−→
PQ

2. RQ,α ◦HQ,λ = HP,λ ◦RP,α

3. HP,λ = τ−−→
QP

◦HQ,λ ◦ τ−−→
PQ

4. HQ,−1,1 ◦HQ,1,−1 = RQ.π

Broj taqnih iskaza je:
a) 1 b) 2 v) 3 g) 4

(v) [2 poena] Rotacijom taqke A(0,
√
3) oko koordinatnog poqetka za 30◦ dobija se taqka B. Refleksijom

u odnosu na pravu koja prolazi kroz koordinatni poqetak i koja sa negativnim delom x-ose zaklapa ugao
od 45◦ taqka B se preslikava u taqku C. Homotetijom sa koeficijentom λ se ∆OBC preslikava u ∆OB′C ′.
Za koju vrednost parametra λ je taqka M(−

√
3,
√
3) te�ixte ∆OB′C ′?

a) 3(
√
3− 1) b) 3(

√
3 + 1) v)

3 +
√
3

6
g)

√
3

(g) [3 poena] Dat je kvadrat ABCD sa temenima A(−1,−1), B(1,−1), C(1, 1) i D(−1, 1). Afinim trans-
formacijama on se preslikava u paralelogram A′B′C ′D′, gde su koordinate taqaka A′(4, 5), B′(8, 7) i C ′(6, 9).
Kolika je povrxina slike kruga upisanog u kvadrat ABCD pri ovoj transformaciji?

a) π b) 12π v) 3 g) 3π
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Zadatak 3. Elementi finansijske matematike

Najva�niji vrednosni papiri, sa prihodom koji nije fiksan, su akcije (share, stock). Onaj ko poseduje
akcije neke firme je, u odre�enom procentu, vlasnik te firme. Akcije imaju svoju cenu, one se mogu
kupovati i prodavati, tj. sa ǌima se mo�e trgovati na berzi. Opcije (options) su takozvani finansijski
derivati, odnosno vrednosni papiri koji se odnose na neke druge vrednosne papire (obiqno akcije) i qija je
cena izvedena iz cene tih drugih vrednosnih papira. Opcija je ugovor koji onome ko ga poseduje daje pravo,
ali ne i obavezu, da kupi ili da proda neki vrednosni papir pod odre�enim uslovima. Kao i svaki ugovor,
opcija ima dve strane. U ovom sluqaju to su kupac i prodavac. Tako kol opcija ili kupovna opcija daje
pravo, ali ne i obavezu, kupovine akcija ili nekih drugih vrednosnih papira. Put opcija ili prodajna
opcija daje pravo, ali ne i obavezu, prodaje akcija ili nekih drugih vrednosnih papira. Oba tipa opcija
imaju ugovorenu cenu (cena po isteku, cena po dospe�u) i ugovoreno vreme (vreme isteka, vreme dospe�a).
Najva�nija svrha finansijskih derivata je obezbe�eǌe od rizika, odnosno smaǌeǌe rizika od gubitaka.
Za osobu koja prodaje ka�e se da je u kraktoj poziciji, dok osoba koja kupuje u dugoj poziciji. Portfolio je
kolekcija vrednosnih papira koje neko poseduje. Vrednost portfolija je linearna kombinacija vrednosti
pojedinih vrednosnih papira.

Ugovorenu cenu, po kojoj se mo�e kupiti odnosno prodati vrednosni papir, obele�ava�emo sa K, a
vreme do isteka opcije sa T . Poqetnu cenu vrednosnog papira u trenutku sklapaǌa ugovora oznaqava�emo
sa S0, a cenu u trenutku t sa St, 0 ≤ t ≤ T .

Pretpostavimo da imamo kol opciju sa vremenom isteka T i ugovorenom cenom K. Koliko vredi kol
opcija u trenutku T?

• Ako je ST < K, vrednost opcije je nula jer ne�emo kupovati akciju za cenu K, kada na tr�ixtu
mo�emo kupiti jeftinije za cenu ST .

• Ako va�i ST > K, kol opcija ima vrednost jer nam daje mogu�nost da akciju, qija je cena ST u
trenutku T , kupimo po ni�oj ugovorenoj ceni K. Aktiviraǌem opcije kupujemo akciju po ceni K,
koju mo�emo odmah da prodamo po ni�oj ceni ST i zaradimo profit jednak ST −K.

Dakle, vrednost kol opcije u trenutku isteka T jednaka je

c = max{ST −K, 0}.

Primetimo da vrednost kol opcije raste kada raste ST , a opada kada raste K. Za put opciju va�i
obrnuto.

(a) [2 poena] Pretpostavimo da opcije imaju vreme dospe�a T i ugovorenu cenu K. Investitor u
trenutku T ima jednu kol i jednu put opciju. Tada je dobit investitora u trenutku T jednaka:

a) ST −K b) K − ST v) |ST −K| g) ST

(b) [2 poena] Investitor kupuje kol opciju sa ugovorenom cenom K1 = 50 evra po ceni od c = 4 evra i
put opciju sa ugovorenom cenom K2 = 30 evra, po ceni od p = 6 evra. Obe opcije imaju isto vreme trajaǌa
T . Koji od slede�ih grafika prikazuje zavisnost profita investitora od cene akcije u trenutku T :

a) b) v) g)



(v) [2 poena] Na slici ispod prikazan je grafik kretaǌa cene akcija kompanije ”SUMA MATF” za
period od 2016. do 2024. godine. Koju poziciju treba da zauzme investitor u decembru 2024. godine
znaju�i ove podatke:

a) dugu poziciju b) kratku poziciju v) Nije mogu�e doneti odluku na osnovu dostupnih podataka.

(g) [3 poena] Za nala�eǌe cene evropske kol opcije polazimo od binomnog modela i procene koja je
neutralna od rizika. Razmotrimo binomni model sa jednim korakom. Sadaxǌa vrednost opcije je S0, a
cenu kol opcije sa istekom T oznaqimo sa f . Tokom �ivota opcije pretpostavimo da cena akcije mo�e ili
da poraste za faktor u > 1 i da iznosi uS0 ili da opadne do dS0 za faktor d < 1. Ako cena akcije poraste
na uS0, dobit od kol opcije iznosi fu = max{uS0−K, 0}, a ako cena akcije padne do dS0, dobit od kol opcije
iznosi fd = max{dS0 −K, 0}, gde je K ugovorena cena. Pretpostavimo da smo formirali portfolio koji se
sastoji od:

• ∆ akcija koje smo kupili i qija je trenutna cena S0;

• Prodali smo jednu evropsku kol opciju na te akcije.

Ako cena akcija poraste, vrednost portfolia je uS0 − fu, a ako cena akcija padne u trenutku T vrednost
portfolia je dS0 − fd. Da bi portfolio bio bezriziqan, ove dve vrednosti izjednaqavamo. Iz principa
procene koja je neutralna od rizika dobijamo da je cena opcije jednaka:

f = S0∆− (uS0∆− fu)e
−rT ,

gde je r kamatna stopa bez rizika. Prethodna relacija se mo�e prikazati i na slede�i naqin

f = e−rT (pfu + (1− p)fd),

gde je p izra�eno preko vrednosti za u, d, r, T . Ovom formulom je data cena opcije u sluqaju kada se promena
cena akcije modelira binomnim modelom sa jednim korakom.

Cena akcije je trenutno 45 evra. Poznato je da nakon svakog od dva dvomeseqna perioda cena skoqi za
10% ili padne za 8%. Odrediti vrednost qetvoromeseqne evropske kol opcije na tu akciju sa ugovorenom
cenom 46 evra. Bezriziqna kamatna stopa je 10% godixǌe. Kako je u pitaǌu kol opcija, akcija se aktivira
samo u sluqaju kada je ST > K. Formirati binomni model sa dva koraka.

a) 2.44 b) 0.57 v) 2.36 g) 0.64
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Zadatak 4. Algebra

Algebra je matematiqka disciplina koja se bavi simbolima (koje nazivamo promenǉivama) i arit-
metiqkim operacijama na ǌima. Kombinacijom promenǉivih, operatora i konstanti dobijamo matematiqke
izraze. Na osnovu upotrebe i slo�enosti izraza, algebra se mo�e klasifikovati u razliqite grane. Jedna
od grana algebre je apstraktna algebra, a mi �emo se u nastavku baviti jednim od centralnih pojmova
apstraktne algebre, a to su grupe.

Definicija. Grupa je algebarska struktura (G, ∗), gde je G neprazan skup, a ∗ binarna operacija na
G koja ima slede�e osobine:

1. asocijativnost: Za sve x, y, z ∈ G va�i (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)

2. postojaǌe neutrala: Postoji e ∈ G takvo da za sve x ∈ G va�i x ∗ e = e ∗ x = x

3. postojaǌe inverza: Za svako x ∈ G postoji x−1 ∈ G takvo da je x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e

Red konaqne grupe G jeste broj elemenata skupa G.
Primetimo da je (Z,+) (gde je + standardna operacija sabiraǌa) jedna grupa: sabiraǌe je asocija-

tivno, neutral je 0, dok je inverzan element za x ∈ Z element −x ∈ Z.

Sada �emo se baviti jednom konkretnom vrstom grupa koje nazivamo simetriqnim grupama. Neka je
X neprazni skup. Skup svih bijektivnih funkcija koje slikaju elemente skupa X u elemente skupa X tj.

SymX = {f : X → X|f je bijekcija}

qini grupu u odnosu na kompoziciju preslikavaǌa tj. (SymX,◦) je grupa. Ta grupa se naziva simetriq-
nom grupom. Grupa Sym{1, 2, . . . , n} oznaqavamo sa Sn i nazivamo kratko simetriqnom grupom ili grupom
permutacija. Red ove grupe je n! tj. broj bijekcija skupa {1, . . . , n} u {1, . . . , n} jednak je n!.

Na primer, funkcija f definisana sa f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3 je element S3 i predstavǉa neutral za
tu grupu. Jox jedan primer elementa S6 je funkcija g definisana sa g(1) = 3, g(2) = 1, g(3) = 2, g(4) = 5,
g(5) = 4, g(6) = 6. Elemente skupa Sn mo�emo zapisivati i tabliqno. Tako prethodno definisanu g mo�emo
zapisati i na slede�i naqin

g :

(
1 2 3 4 5 6

3 1 2 5 4 6

)
Najpogodniji zapis za prikazivaǌe elemenata grupe Sn su ciklovi. Poka�imo na konkretnoj funkciji g
kako zapisujemo elemente Sn kao ciklove. Kre�emo od elementa 1 - vidimo da se on slika u 3. Samim
tim, otvaramo novi cikl ⌈1, 3. Sada gledamo u koji se element slika 3, to je 2 - produ�avamo nax cikl
⌈1, 3, 2. Daǉe, primetimo da se 2 slika u element 1, kojim smo zapoqeli cikl - samim tim, zatvaramo
cikl i pixemo ⌈1, 3, 2⌋. Nastavǉamo od slede�eg broja koji ve� nije u naxem ciklu - to je 4 i postupak
ponavǉamo. Na kraju dobijamo g = ⌈1, 3, 2⌋⌈4, 5⌋⌈6⌋, me�utim ciklove koji sadr�e jedan element ne pixemo
pa je g = ⌈1, 3, 2⌋⌈4, 5⌋.

(a) [3 poena] Broj ciklova du�ine 5 (xto zovemo i 5-ciklovima) takvih da se element 2 ne slika u 3 u
grupi S10 jednak je

a) 336; b) 2688; v) 5712; g) 6048; n) ne znam

Razmotrimo svojstva ciklova na jednostavnijem primeru. Jednostavnosti radi, posmatrajmo grupu S4 i
dva cikla f = ⌈1, 3, 4⌋ i g = ⌈2, 4⌋. U tabliqnom zapisu je:

f :

(
1 2 3 4

3 2 4 1

)
g :

(
1 2 3 4

1 4 3 2

)

Prvo bitno svojstvo jeste da qlanove cikla mo�emo pomerati za proizvoǉan broj mesta udesno. Na primer,
va�i f = ⌈1, 3, 4⌋ = ⌈4, 1, 3⌋ = ⌈3, 4, 1⌋. Kako su ciklovi dve permutacije, ciklove mo�emo komponovati - za-
pis ⌈1, 3, 4⌋⌈2, 4⌋ je kompozicija f ◦ g i jednaka je ⌈2, 1, 3, 4⌋. Svaka kompozicija ciklova (a samim tim i



svaka permutacija, tj. element Sn) mo�e se na sliqan naqin zapisati kao kompozicija disjunktnih ciklova
i taj oblik je izuzetno pogodan za odre�ivaǌe reda permutacije. Prvo, treba primetiti da disjunk-
tni ciklovi komutiraju tj. ako su c1 i c2 dva disjunktna cikla, tada c1 ◦ c2 = c2 ◦ c1. Na primer, va�i
⌈1, 3⌋⌈2, 4, 5⌋ = ⌈2, 4, 5⌋⌈1, 3⌋. Ako je permutacija f data kao kompozicija disjunktnih ciklova f = c1c2 . . . cn,
red permutacije f je r(f) = NZS(ℓ1, . . . , ℓn) gde su ℓ1, . . . , ℓn redom du�ine ciklova c1, . . . , cn. Mo�e se pokazati
da je red permutacije najmaǌi prirodan broj takav da je fr(f) = f ◦ f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

r(f) puta

= e gde je e neutral grupe Sn

(b) [3 poena] Neka je data permutacija π = ⌈3, 7, 1⌋⌈7, 2, 8⌋⌈5, 4, 3⌋⌈1, 4⌋ ∈ S8. Red permutacije π30 je

a) 1; b) 2; v) 10; g) 12; n) ne znam

(v) [3 poena] Neka je A = {r(f)|f ∈ S8} skup svih mogu�ih redova permutacija iz S8. Zbir elemenata iz
A je?

a) 120; b) 73; v) 36; g) 8; n) ne znam
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Zadatak 5. Matematiqka analiza

Jedan od osnovnih pojmova u Matematiqkoj analizi jeste integral. Kroz istoriju razvoja matematike,
razliqiti nauqnici dali su vixe razliqitih definicija integrala - me�u kojima se izdvajaju dva: Riman
(Riemann) i Lebeg (Lebesgue). Rimanova definicija integrala je klasiqnija, jasnija i razumǉivija ali
ima odre�ene nedostatke koje Lebegova definicija prevazilazi, ali su teorijske osnove za definisaǌe
Lebegovog integrala dosta kompleksnije i poqiǌu od definisaǌa algebri i σ-algebri (σ - grqko slovo
sigma) skupova kao i funkcije mere na tim algebrama.

Neka je dat proizvoǉan skup X (primera radi, neka X = R). σ-algebra M skupova na X jeste skup
skupova takav da va�i:

1. ∅ ∈ M - prazan skup uvek pripada σ-algebri

2. E ∈ M =⇒ EC = X \ E ∈ M - ako skup E pripada σ-algebri, tada i ǌegov komplement X \ E mora
pripadati σ-algebri

3. E1, . . . , En, . . . ∈ M =⇒ E1 ∪ . . . ∪ En ∪ . . . ∈ M (beskonaqna unija skupova iz M jeste skup koji pripada
M)

Za X = R, jedan primer σ-algebre na X bio bi skup: M = {∅, (−∞, 3), [3,+∞),R}.

Jedno od bitnijih svojstva σ-algebri jeste da svaka konaqna σ-algebra mora sadr�ati 2n elemenata za
neki prirodan broj n ∈ N. Pretpostavimo sada da je dat neki proizvoǉan skup podskupova od X - (npr.
neka je dat I = {(−∞, 3)}). Minimalna σ-algebra generisana sa I jeste σ-algebra MI koja ima najmaǌi
mogu�i broj elemenata, a sadr�i sve elemente iz I - u naxem sluqaju to je MI = {∅, (−∞, 3), [3,+∞),R}.

(a) [4 poena] Neka je X = Q+ skup svih pozitivnih racionalnih brojeva. Dati su skupovi A0, A1, A2, A3

na slede�i naqin:

A0 = {p
q ∈ Q+ |NZD(p, q) = 1, p+ q ≡ 0 (mod 4)}

A1 = {p
q ∈ Q+ |NZD(p, q) = 1, p+ q ≡ 1 (mod 4)}

A2 = {p
q ∈ Q+ |NZD(p, q) = 1, p+ q ≡ 2 (mod 4)}

A3 = {p
q ∈ Q+ |NZD(p, q) = 1, p+ q ≡ 3 (mod 4)}

Odrediti minimalne σ-algebre M1 generisanu skupovima A0, A2 i M2 generisanu skupovima A0, A2, A3.

Osnovna ideja pri definisaǌu algebri skupova jeste odrediti familiju (tj. skup) skupova koje mo�emo
meriti. Mera na σ-algebri M jeste funkcija µ : M → [0,+∞] za koju va�i:

1. µ(∅) = 0 - mera praznog skupa je 0

2. Neka su E1, E2, . . . ∈ M disjunktni skupovi. Tada

µ

( ∞⊔
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En)

gde je
∞⊔

n=1
En = E1 ∪ E2 ∪ . . . beskonaqna disjunktna unija i

∞∑
n=1

µ(Ei) = µ(E1) + µ(E2) + . . . beskonaqni

zbir. (Napomena: mo�e se pokazati da dati beskonaqni zbir uvek postoji i vrednost takvog zbira
mo�e biti element skupa [0,+∞] - ovo je specifiqno za redove sa pozitivnim qlanovima)

Bitno je napomenuti da se pri raqunaǌu sa merama uzima da je +∞ + a = +∞ gde a ∈ (−∞,+∞] kao i
+∞ · a = +∞ za a ∈ (0,+∞] dok va�i +∞ · 0 = 0 (xto nije sluqaj u ostalim delovima Matematiqke analize
- +∞ · 0 je nexto xto nazivamo neodre�enom formom).



(b) [2 poena] Neka je data σ-algebra

M = {∅, (−∞, 3), [3, 5), [5,+∞), (−∞, 5), [3,+∞), (−∞, 3) ∪ [5,+∞),R}

i neka je data mera µ : M → [0,+∞] takva da µ((−∞, 3)) = 1, µ([3, 5)) = 2023, µ(R) = +∞. Odrediti mere
µ([5,+∞)) i µ((−∞, 5)).

Mo�e se pokazati da za meru µ : M → [0,+∞] va�i slede�e svojstvo: ako A,B ∈ M i va�i A ⊆ B tada
µ(A) ≤ µ(B). Razmotrimo sada proizvoǉan skup E ∈ M takav da µ(E) = 0. Tada za sve N ∈ M takve da
N ⊆ E va�i µ(N) = 0. Me�utim, mo�e se desiti da nijedan podskup od E ne pripada σ-algebri M, a bilo
bi po�eǉno da mo�emo meriti skupove qije mere mo�emo odrediti (na neki logiqan naqin). Zato uvodimo
pojam kompletne mere. Mera µ : M → [0,+∞] je kompletna ukoliko za svaki skup E ∈ M takav da µ(E) = 0
va�i da i svi N ⊆ E pripadaju M tj. N ∈ M.

(v) [8 poena] Data je σ-algebra M i mera µ : M → [0,+∞] koja nije kompletna. Konstruisati σ-algebru
M i meru µ tako da je µ kompletna mera.
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Zadatak 6. Konstrukcija i analiza algoritama

Segmentno stablo, poznato i kao stablo raspona, je struktura podataka koja se koristi za efikasno
izvo�eǌe upita raspona na nizu elemenata. Kada se konstruixe segmentno stablo za dat niz, mo�ete brzo
izraqunati odgovore na razliqite upite, kao xto su minimum, maksimum, zbir ili proizvod elemenata
unutar odre�enog raspona.

Najjednostavnija implementacija podrazumeva da se stablo quva implicitno u nizu. Pretpostavi�emo
da elemente stabla smextamo od pozicije 1, jer je tada aritmetika sa indeksima malo jednostavnija.

(a) [5 poena] Neka je dat niz brojeva a = [3, 5, 2, 5, 9, 10, 7, 2, 4, 11, 6, 2, 9, 8, 12, 0]. Treba konstruisati seg-
mentno stablo primeǌuju�i naredni algoritam:

Zaokru�i taqan odgovor:

a) stablo = [−, 95, 43, 52, 15, 28, 23, 29, 8, 7, 19, 9, 15, 8, 17, 12, 3, 5, 2, 5, 9, 10, 7, 2, 4, 11, 6, 2, 9, 8, 12, 0]

b) stablo = [−, 95, 43, 52, 15, 8, 17, 28, 23, 29, 8, 7, 19, 9, 43, 52, 15, 12, 3, 5, 5, 2, 5, 9, 10, 7, 2, 4, 11, 6, 2, 9, 8, 12, 0]

c) stablo = [−, 95, 52, 43, 29, 23, 28, 15, 12, 17, 8, 15, 9, 19, 7, 8, 3, 5, 2, 5, 9, 10, 7, 2, 4, 11, 6, 2, 9, 8, 12, 0]

d) stablo = [−, 95, 43, 52, 29, 23, 28, 15, 8, 7, 19, 9, 15, 8, 17, 12, 3, 5, 2, 5, 9, 10, 7, 2, 4, 11, 6, 2, 9, 8, 12, 0]

(b) [4 poena] Dat je algoritam za raqunaǌe zbira nad nekim segmentom poqetnog niza a. Koliko
prolazaka kroz petǉu je potrebno da se izraquna zbir segmenta qiji je opseg [2, 11]?

Zaokru�i taqan odgovor:

a) 1 b) 2 v) 3 g) 4
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Zadatak 7. Projektova�e baza podataka

Okidaqi u bazama podataka predstavǉaju objekte koji se aktiviraju automacki kada se dogodi odre�eni
doga�aj (npr. INSERT, UPDATE, DELETE) na odre�enoj tabeli. Okidaqi su mehanizmi koji se izvrxavaju
nakon xto se dogodi akcija, ali pre nego xto se promene zapixu u bazi podataka. Kada se dogodi odre�eni
doga�aj na tabeli, okidaq se aktivira i pokre�e. Okidaq mo�e referisati na staǌe tabele pre i posle
doga�aja, te mo�e izvrxiti neku akciju na temeǉu tog staǌa, kao xto je a�uriraǌe druge tabele, unos
novog reda u drugu tabelu ili izvo�eǌe neke druge radǌe.

Okidaqe opisuju dve kategorije u koje moraju da se svrstaju:

• tip okidaqa:

– BEFORE - izvrxava se pre operacije za koju se okidaq vezuje

– AFTER - izvrxava se nakon operacije za koju se okidaq vezuje

• operacija za okidaǌe

– INSERT - okidaq se aktivira prilikom unoxeǌa novog reda u posmatranu tabelu

– UPDATE - okidaq se aktivira prilikom a�uriraǌa redova iz posmatrane tabele

– DELETE - okidaq se aktivira prilikom brisaǌa redova posmatrane tabele

Sintaksa pisaǌa okidaqa je slede�a: (znak | oznaqava disjunkciju tj. logiqko ili)

create trigger [IME] [before|after] [insert|delete|update] on [IME TABELE]
for each row
begin

[OPERACIJA 1];
[OPERACIJA 2];
...
[OPERACIJA K];

end $$
delimiter $$

-

Kao xto smo napomenuli, prilikom kreiraǌa okidaqa mora se navesti tabela za koju se okidaq vezuje,
operacija koju motrimo (update,insert, delete) kao i vreme okidaǌa (before, after). Primer:

create trigger okidac A AFTER INSERT on tabela A
for each row
begin

[operacije];
end

-

Navedeni okidaq okidac A bi izvrxavao operacije koje bismo naveli u ǌegovom telu nakon unoxeǌa
novog reda u tabelu tabela A.

Tokom pisaǌa operacija u okviru tela okidaqa, u zavisnosti od operacije za koju je okidaq vezan
mo�emo referisati na novu (new), staru (old) ili obe vrednosti posmatranog atributa u tabeli.

Neka je data baza podataka test sa slede�im relacijama:

student mast(STUDENT ID, NAME, ST CLASS)
student marks(STUDENT ID, NAME,SUB1, SUB2, SUB3, SUB4, SUB5, TOTAL, PER MARKS)
student log(USER ID, DESCRIPTION)

-



(a) [3 poena] Pretpostavimo da tabela student marks sadr�i podatke o studentima koji su se prijavili
za polagaǌe testa. Kako test jox nije zavrxen, pretpostavimo da se u tabeli za svakog studenta nalaze
samo vrednosti pripadaju�ih atributa STUDENT ID i NAME dok su vrednosti svih ostalih atributa
postavǉene na podrazumevane vrednosti (0 ili NULL). Zavrxen je test i studenti su dobili ocene za
5 razliqitih predmeta. Unose se ocene u tabelu student marks. Dopuniti kod okidaqa koji automacki
meǌa ukupnu ocenu(TOTAL) i proseqnu ocenu (PER MARKS) svih predmeta. Vrednosti ovih atributa se
izraqunavaju na slede�i naqin:

ukupna ocena: TOTAL = SUB1 + SUB2 + SUB3 + SUB4 + SUB5
proseqna ocena: PER MARKS = (TOTAL)/5

Popuniti kod odgovaraju�eg okidaqa:

delimiter $
create trigger update stats 1. 2. on student marks
for each row
begin

set new.TOTAL = new.SUB1 + new.SUB2 + new.SUB3 + new.SUB4 + new.SUB5;
set new.PER MARKS = new.TOTAL/5;

end $

a) 1. before, 2. insert b) 1. after, 2. insert v) 1. before, 2. update g) 1. after, 2. update

(b) [2 poena] Dopuniti kod okidaqa koji prilikom promene razreda (st class) studentima u tabeli
student mast proverava da uneti razred nije maǌi od dosadaxǌeg.

delimiter $
create trigger cant downgrade 1. update on student mast
for each row
begin

declare msg varchar(255);
set msg = ’Greska: Novi razred je manji od starog!’;
if 2. .st class < 3. .st class

then signal sqlstate ’45000’ set message text=msg;
end if;

end $

a) 1. before, 2. old, 3. new b) 1. after, 2. new, 3. old v) 1. before, 2. new, 3. old g) 1. after, 2. old, 3. new

(v) [2 poena] Dopuniti okidaq koji obezbe�uje da se prilikom svake izmene pojedinaqne n-torke u
tabeli student mast doda novi red u tabeli student log sa informacijom o korisniku (user id) koji je izvr-
xio izmenu i opisom u vezi izvrxene izmene.

create trigger log update 1. 2. on student mast
for each row
begin

insert into student log (USER ID, DESCRIPTION) values
(
user(),
concat(
’Izmena podataka o studentu ”’,
old.name, ’ (’, old.student id, ’)”, promena: ’,
old.st class, ’ -> ’, new.st class

)
);

end $

a) 1. before, 2. update b) 1. after, 2. insert v) 1. before, 2. insert g) 1. after, 2. update



(g) [2 poena] Popuniti okidaq koji prilikom svakog brisaǌa n-torke iz tabele student mast dodaje novi
red u tabelu student log sa informacijom o korisniku koji vrxi brisaǌe i kratkim opisom izvrxenog
brisaǌa.

create trigger log delete 1. delete on student mast
for each row
begin

insert into student log (USER ID, DESCRIPTION) values
(
user(),
concat(
’Obrisani su podaci o studentu ”’,
2. .name, ’ (’, 3. .student id, ’)”’));

end $

a) 1. before, 2. new, 3. new b) 1. after, 2. old, 3. old v) 1. before, 2. new, 3. old g) 1. after, 2. new, 3. new
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Zadatak 8. Funkcionalno programira�e

Funkcionalno programiraǌe je programiraǌe koje se zasniva na pojmu matematiqkih funkcija. Os-
novni ciǉ funkcionalnog programiraǌa je da oponaxa matematiqke funkcije - rezultat toga je pristup
programiraǌu koji je u osnovi drugaqiji od “klasiqnog”, imperativnog programiraǌa.

Primer. Pretpostavimo da imamo funkciju:

max(x, y) =

{
x, x > y

y, y ≥ x

Prethodnu funkciju mo�emo koristiti za definisaǌe novih funkcija. Na primer:

max3(x, y, z) = max(max(x, y), z)

Funkcija max3 je kompozicija funkcija max. Prethodno definisane funkcije mo�emo kombinovati na
razne naqine. Na primer, ako treba izraqunati max6(a, b, c, d, e, f) , to mo�emo uraditi na slede�e naqine:
max(max3(a, b, c), max3(d, e, f)), max3(max(a, b), max(c, d), max(e, f)), max(max(max(a, b,max(c, d)), max(e, f)).
Programski jezik Haskell je primer funkcionalnog programskog jezika. Programiraǌe se zasniva na pisaǌu
funkcija, poput matematiqkih, i ǌihove primene. Pogledajmo primer Haskell funkcije:

U ovom primeru definixemo funkciju factorial, koja raquna faktorijel broja n. U prvoj liniji defin-
ixemo preslikavaǌe tipova (tipulaz → tipizlaz). U ovom sluqaju i ulazni i izlazni parametar je Int (integer,
celobrojna vrednost). U sluqaju da imamo vixe ulaznih vrednosti, tipove navodimo jedan za drugim, a za-
tim na kraju navodimo tip izlazne vrednosti (tipulaz1 → tipulaz2 → tipizlaz). Druga linija obra�uje sluqaj
da je ulazni broj 0, u tom sluqaju je izlaz funkcije 1. Tre�a linija obra�uje sluqaj kada je ulaz razliqit
od 0. Tada je izlaz jednak ulazniBroj ∗ factorial(ulazniBroj− 1). Ovde mo�emo videti primer rekurzije, tj.
funkciju koja poziva samu sebe. Rekurzija se veoma qesto vi�a u funkcionalnim programima. Kada se
funkcija pozove rekurzivno, ona stvara novu instancu te iste funkcije koja ima svoje sopstvene lokalne
promenǉive i parametre. Svaka instanca funkcije rexava maǌi deo problema i vra�a rezultat. Rezul-
tati se zatim kombinuju da bi se dobio konaqan rezultat. Osnovni tipovi u programskom jeziku Haskell
su: Bool, Char, Bool, Int, Integer i Float. Veoma su sliqi kao i u “klasiqnim” programskim jezicima. Qesto
se koriste liste, kolekcije proizvoǉnog broja vrednosti istog tipa (primer: [Int], [1, 2, 3, 4, 5]). Liste
se mogu prikazati i u obliku (x : xs), gde x predstavǉa prvu vrednost u listi, dok je xs polazna lista
bez prvog qlana. Na primer, za listu [1, 2, 3, 4, 5] va�i x = 1, a xs = [2, 3, 4, 5]. Tako�e, upotrebǉavaju se
i torke. Torke su kolekcije fiksiranog broja vrednosti, ali potencijalno razliqitih tipova (primer:
(Float, Int)). U Haskell-u, simbol | se koristi za definisaǌe vixestrukih grana u funkcijama. Vixestruke
grane se koriste za definisaǌe izraza koji zavise od razliqitih uslova. Posledǌa grana (otherwise) se
primeǌuje ako nije ispuǌen ni jedan od prethodno zadatih uslova.

Kada proveravamo jednakost koristimo simbol ==, a kada proveravamo nejednakost koristimo simbol
/=. Na primer, vrednost 20 == 23 je False, dok je vrednost 20/= 23 jednaka True.



(a) [2 poena] Haskell funkcija je definisana na slede�i naqin (x ‘mod‘ y daje ostatak pri deǉeǌu broja
x brojem y):

Xta �e biti rezultat poziva funkcije matematikaFunkcija 8 (−1) [1, 2, 3, 4, 5, 6] ?

a) [1, 2, 3, 4, 5, 6] b) [−1, 1, 2, 3, 4, 5, 6] v) [1, 2, 3, 4, 5, 6,−1] g) [1, 2, 3, 4, 5, 6,−1,−1]

(b) [3 poena] Haskell funkcije su definisane na slede�i naqin (length lst vra�a broj elemenata liste
lst):

Xta �e biti rezultat poziva funkcije informatikaFunkcija 4 [1,−1, 2,−2, 3,−3]?

a) [2,−2, 3,−3, 1,−1] b) [ ] v) [1,−1, 2, 3,−3] g) [−1, 2,−2, 3,−3]

(v) [4 poena] Haskell funkcije su definisane na slede�i naqin:

Xta �e biti rezultat poziva funkcije matfFunkcija [1.0, 2.0,−1.0,−5.0, 3.0] [3.0,−5.0, 2.0]?

a) [3.0, 4.0,−1.0, 9.0,−32.0, 18.0, 6.0] b) [3.0, 1.0, 32.0,−6.0,−11.0,−25.0, 6.0]

v) [3.0,−5.0, 2.0, 9.0,−32.0, 22.0, 0.0] g) [3.0, 1.0,−11.0,−6.0, 32.0,−25.0, 6.0]
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Zadatak 9. Raqunarska inteligencija

Klasiqna binarna logika qesto nije primenǉiva u rexavaǌu realnih problema. Ti problemi se
neretko opisuju nedovoǉno precizno (npr. iskazi ”veoma glasno“ i ”pomalo vetrovito“ nisu binarni).
Zato se javila potreba za uvo�eǌem drugaqijeg logiqkog aparata koji �e obezbediti pravila za defin-
isaǌe ovakvih izraza.

Da�emo jox jedan primer kako bi izlo�eni problem postao jasniji. Kako bismo definisali skup vi-
sokih ǉudi? Ako postavimo granicu na 175cm, osobe koje su visoke 176cm i 212cm bi�e ”jednako visoke“,
dok �e osoba od 174cm biti niska, iako je samo 2cm ni�a od prethodno pomenute visoke osobe.
Fazi skupovi nam omogu�avaju da se pripadnost elementa nekom skupu definixe numeriqkom vrednox�u
izme�u 0 i 1 (Pa�ǌa! ne treba mexati ove pojmove sa pojmovima iz teorije verovatno�e iako termi-
nologija u nekim situacijama mo�e biti sliqna). Ako je X domen, a x ∈ X konkretni element tog domena,
onda se fazi skup A opisuje funkcijom pripadnosti: µA : X→[0,1].
Fazi funkcija pripadnosti skupu ograniqena je izme�u 0 i 1 i za svaki element domena je jednoznaqna.
Evo prikaza jednog mogu�eg naqina definisaǌa skupa visokih ǉudi i fazi funkcije pripadnosti:

visok(x) =


0, ako visina(x) < 1.5m

(visina(x)− 1.5m) ∗ 2.0m, ako 1.5m ≤ visina(x) ≤ 2.0m

1, ako visina(x) > 2.0m

visina(x)

visok(x)

0

1

1.5 2

Postoji vixe fazi skupovnih relacija kao xto su jednakost skupova, podskupovi, komplement, presek,
unija, ali ovde �emo prikazati samo presek i uniju.

Presek - postoji mnogo naqina, a standardni su:
- preko minimuma: µA∩B(x) = min{µA(x), µB(x)},∀x ∈ X
- preko proizvoda: µA∩B(x) = µA(x) · µB(x),∀x ∈ X (Pa�ǌa! u ovom sluqaju treba biti oprezan, jer

ve� nakon nekoliko izvedenih mno�eǌa vrednost mo�e te�iti nuli, u tim situacijama je radi lakxeg
upore�ivaǌa boǉe koristiti minimum)

Unija - postoji mnogo naqina, a standardni su:
- preko maksimuma: µA∪B(x) = max{µA(x), µB(x)},∀x ∈ X
- preko zbira: µA∪B(x) = µA(x) + µB(x) − µA(x) · µB(x),∀x ∈ X (Pa�ǌa! u ovom sluqaju treba biti

oprezan, jer ve� nakon nekoliko izvedenih sabiraǌa vrednost mo�e te�iti jedinici, u tim situacijama
je radi lakxeg upore�ivaǌa boǉe koristiti maksimum)

Primer:
µvisok(petar) = 0.9 i µatleta(petar) = 0.8

µvisok(marko) = 0.9 i µatleta(marko) = 0.5

Ako se zna da je dobar koxarkax visok i atleta, koji od ove dvojice je boǉi? Primenom pravila minimuma
za presek (logiqko i):

µdobar koxarkax(petar) = min{0.9, 0.8} = 0.8

µdobar koxarkax(marko) = min{0.9, 0.5} = 0.5

pa zakǉuqujemo da je Petar boǉi koxarkax.



Primena funkcija pripadnosti nad ulaznim podacima naziva se proces fazifikacije, i time smo u
gorenavedenom primeru dobili µvisok(Petar) = 0.9, µatleta(Petar) = 0.8 i isto tako za Marka. Zatim
sledi primena pravila zakǉuqivaǌa. Na izlazu iz pravila zakǉuqivaǌa je fazifikovani izlaz za svako
od pravila (u naxem primeru pravilo je visok ∧ atleta ⇒ dobar koxarkax, a fazifikovani izlaz:
µdobar koxarkax(Petar) = min{0.9, 0.8} = 0.8 i isto tako za Marka).

Xta ako bismo imali vixe pravila za izvo�eǌe zakǉuqka da je neko dobar koxarkax? Kada odred-
imo vrednost za svako pravilo pojedinaqno, konaqnu vrednost funkcije pripadnosti raqunamo kao uniju
(maksimum) svih dobijenih vrednosti. Sve ovo znaqi da je na izlazu iz zakǉuqivaǌa stepen pripadnosti
za svaki od fazi skupova zakǉuqaka (ovde je recimo moglo biti i pravilo kada je neko lox ili osredǌi
koxarkax).

Posledǌi korak je prevo�eǌe fazi zakǉuqaka u ne-fazi (defazifikacija). Defazifikaciju izvodimo
po narednoj formuli:

n∑
i=1

ci ∗ µ(xi)

n∑
i=1

µ(xi)

Gde µ(xi) oznaqava fazifikovani izlaz i-tog pravila (ili unije pravila ako ih ima vixe za isti fazi
skup), a ci konstantu koja �e u zadatku biti data za svaki fazi skup.

U ovom zadatku odre�ujemo vrednost automobila posmatraju�i ǌegovu potroxǌu (u litrima goriva na
100km) i pouzdanost (u proseqnom broju kvarova na 1000km). On ima potroxǌu od 9 l/100km i proseqno
8 kvarova na 1000km.
Funkcije pripadnosti za malu, sredǌu i veliku potroxǌu:

mala(x)

x

0

1

3 10

sred�a(x)

x

0

1

7 10 12 15

velika(x)

x

0

1

12 15

Funkcije pripadnosti za visoku i nisku pouzdanost:

visoka(x)

x

0

1

5 10

niska(x)

x

0

1

8 15



Pravila zakǉuqivaǌa:

mala potroxǌa ∧ visoka pouzdanost ⇒ velika vrednost
mala potroxǌa ∧ niska pouzdanost ⇒ sredǌa vrednost
sredǌa potroxǌa ∧ visoka pouzdanost ⇒ sredǌa vrednost
sredǌa potroxǌa ∧ niska pouzdanost ⇒ sredǌa vrednost
velika potroxǌa ∧ visoka pouzdanost ⇒ sredǌa vrednost
velika potroxǌa ∧ niska pouzdanost ⇒ mala vrednost

Vrednosti konstante c za:

malu vrednost: c = 7
sredǌu vrednost: c = 20
veliku vrednost: c = 40

(a) [9 poena] Kolika je pribli�na vrednost automobila?

a) 21 b) 23 v) 25 g) 27
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Zadatak 10. Istra�iva�e podataka

Istra�ivaǌe podataka je proces otkrivaǌa korisnih informacija i znaǌa iz velikih skupova po-
dataka primenom razliqitih tehnika i algoritama. Dobijene informacije i znaǌa se mogu primeniti na
razliqita podruqja kao xto su marketing, medicina, finansije i mnoga druga.

Jedna od tehnika koja se koristi u istra�ivaǌu podataka jeste klasifikacija. Klasifikacija pred-
stavǉa proces kategorizacije ulaznih podataka u razliqite klase ili kategorije, na osnovu ǌihovih
osobina ili karakteristika. Jedan od primera klasifikacije mo�e biti kategorizacija imejl poruka
u spam ili ne-spam kategoriju. U ovom sluqaju, ulazni podaci su tekstualne poruke e-poxte, a ciǉ je
klasifikovati ih u jednu od dve kategorije na osnovu ǌihovih svojstva.

Klasifikacija podataka mo�e biti izvrxena uz pomo� mnogobrojnih algoritama. Jedan od takvih jeste
algoritam - kNN (k Nearest Neighbours). Ideja ovog algoritma jeste da posmatramo K najbli�ih suseda
podatka koji �elimo da klasifikujemo i da na osnovu klasa tih suseda zakǉuqimo kojoj klasi sam podatak
pripada. Pre nego xto zapoqnemo klasifikaciju podataka, moramo odrediti slede�e parametre. Param-
etar k predstavǉa broj najbli�ih suseda podatka koji klasifikujemo. Drugi parametar koji posmatramo
jeste metrika tj. naqin na osnovu kojeg raqunamo rastojaǌa me�u podacima. Parametre koji najboǉe klasi-
fikuju naxe podatke odre�ujemo nad podacima za koje ve� znamo kojim klasama pripadaju (takve podatke
nazivamo trening podacima). Prilikom oceǌivaǌa koliko dobro naxi parametri klasifikuju podatke,
mo�emo na trenutak zanemariti kojim kategorijama svaki podatak pripada i uz pomo� kNN algoritma,
sa odabranim parametrima, odrediti nove ”predvi�ene” klase. Novodobijene klase mo�emo uporediti sa
stvarnim klasama naxih podataka i na taj naqin oceniti za koliko podataka smo taqno predvideli klasu
kojoj pripadaju. Pomenuti postupak ponavǉamo nad razliqitim kombinacijama parametara i biramo onu
kombinaciju koja ima najboǉu ocenu tj. najboǉe klasifikuje dostupne podatke. Uz pomo� najboǉe ocen-
jenih parametara mo�emo predvi�ati klase novih podataka za koje ne znamo kojoj kategoriji pripadaju,
xto i jeste ciǉ klasifikacije.

U narednom primeru �emo ilustrovati postupak klasifikacije kNN algoritmom. Dati su nam podaci o
godinama i meseqnoj zaradi odre�enih osoba. Ciǉ nam je da predvidimo da li je osoba kupila automobil.
Ovi podaci predstavǉaju trening podatke, i oni nam slu�e, kao xto smo ranije pomenuli, da ocenimo
koliko dobro odabrani parametri klasifikuju dostupne podatke. Kao parametre algoritma koristi�emo,
na primer, k = 2 i euklidsko rastojaǌe.

Godine Meseqna zarada Kupio auto

26 30 Ne

31 34 Ne

35 43 Da

42 46 Da

48 49 Da

Za svaki podatak, tj. svaki red iz tabele, posmatra�emo kojim klasama pripadaju ǌegova dva najbli�a
suseda. Podatak �emo klasifikovati onom klasom kojoj pripada ve�ina ǌegovih k najbli�ih suseda.
Ukoliko bi broj suseda koji pripadaju klasi ”Da” bio jednak sa brojem suseda koji pripadaju klasi
”Ne”, podatak mo�emo klasifikovati nasumiqno jednom klasom, u ovom primeru �emo na primer uvek
klasifikovati klasom ”Ne”. Postoje razliqite preciznije i slo�enije tehnike koje rexavaju ovaj sluqaj,
ali �emo se zbog jednostavnosti zadr�ati na ovoj.

Euklidsko rastojaǌe izme�u dva podatka raquna�emo pomo�u formule:

d((x1, . . . , xn), (x
′
1, . . . , x

′
n)) =

√
(x′

1 − x1)2 + . . .+ (xn − x′
n)

2

gde n predstavǉa broj kolona koje razmatramo, a x1, ..., xn i x′
1, ..., x

′
n predstavǉaju vrednosti tih kolona

iz tabele. U naxem primeru x i x′ se odnose na kolone ”Godine” i ”Meseqna zarada”.
Izraquna�emo rastojaǌa prvog podatka sa svim ostalim iz tabele i ǌegovu predvi�enu klasu �emo

odrediti na osnovu ǌegova 2 najbli�a suseda. Ovaj postupak �emo ponoviti za svaki podatak i na kraju
uporediti za koliko podataka smo taqno se stvarna klasa i predvi�ena klasa poklapaju, tj. koliko po-
dataka smo taqno klasifikovali. Udeo taqno klasifikovanih podataka u odnosu na ukupan broj podataka



predstavǉa taqnost predvi�aǌa. Izraqunajmo rastojaǌe izme�u prvog i drugog podatka:

d((26, 30), (31, 34)) =
√
(31− 26)2 + (34− 30)2 = 6.40

Na isti naqin raqunamo i rastojaǌa prvog podatka sa ostalim podacima, i ona iznose redom 15, 21.93,
28.42. Drugi i tre�i podatak predstavǉaju 2 najbli�a suseda prvog podatka. Poxto drugi podatak pri-
pada klasi ”Ne” a tre�i klasi ”Da”, prvi podatak �emo klasifikovati klasom ”Ne”, po ranijem dogovoru.
U sluqaju da su oba podatka pripadali istoj klasi, prvi podatak bi bio klasifikovan tom istom klasom.
Nakon xto smo za svaki podatak odredili predvi�enu klasu, mo�emo ih uporediti sa stvarnim klasama
i videti koliko taqno smo izvrxili predvi�aǌe. Predvi�ene klase naxih podataka bi�e redom [”NE”,
”NE”, ”NE”, ”DA”, ”DA”]. Poxto su stvarne klase podataka [”NE”, ”’NE”, ”DA”, ”DA”, ”DA”], uoqi�emo
da smo taqno klasifikovali sve podatke osim tre�eg, xto znaqi da uz pomo� odabranih parametara, taq-
nost predvi�aǌa klasa iznosi 80%.

Pred tobom se nalaze podaci 5 pacijenata iz jedne bolnice. Tvoj zadatak je da predvidix da li pacijent
ima rizik od dobijaǌa dijabetesa. Podaci koji su ti dostupni su krvni pritisak, indeks telesne mase,
koliqina xe�era u krvi i indikator da li pacijent ima dijabetes ili ne.

Krvni pritisak (mmHg) BMI Koliqina xe�era (mg/dL) Dijabetes

1.2 3.4 2.3 Da

2.3 1.4 4.5 Ne

3.1 2.2 1.1 Da

4.5 3.2 5.6 Ne

2.1 4.1 3.2 Da

Pored euklidskog rastojaǌa, jox jedna metrika pomo�u koje mo�emo raqunati rastojaǌe me�u podacima
jesu:

• ”Menhetn” rastojaǌe i ono se izraqunava pomo�u slede�e formule:

d((x1, . . . , xn), (x
′
1, . . . , x

′
n)) = |x1 − x′

1|+ . . .+ |xn − x′
n|

• Qebixevǉevo rastojaǌe

d((x1, . . . , xn), (x
′
1, . . . , x

′
n)) = max{|x1 − x′

1|, . . . , |xn − x′
n|}

(a) [5 poena] Odrediti ”Menhetn” i Qebixevǉevo rastojaǌe izme�u svaka dva podatka.
(b) [6 poena] Koja kombinacija parametara najboǉe predvi�a klase nad datim podacima ukoliko k

biramo iz skupa {1, 2}, a za metriku razmatramo ”Menhetn” i Qebixevǉevo rastojaǌe.
(v) [3 poena] Uz pomo� najboǉe oceǌenih parametara pod (b), predvideti da li slede�i pacijent ima

rizik od dobijaǌa dijabetesa: {”Koliqina xe�era” = 3.9, ”BMI” = 3.6, ”Krvni pritisak” = 2.8} (Napom-
ena: Podatak qiji jednak broj k najbli�ih suseda pripada jednoj, odnosno drugoj klasi, klasifikovati
klasom ”Da”).


