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SAJATAK 1. JIMOEPEHIINJAJHE JEJHAYNHE

Iudepennujante jerHavnHe Cy je JHAYNHE KOj€ ONKCY]y HOHAINAKE PA3INUNTUX QUINYUKUX, XEMUjCKUX U IPYTUX
mporeca, Kao mTO Cy KpeTame Teja, PACT HOIyJIalrje UiIu Teopuja enekrpoMarseru3ma. OBa rpaHa MaTeMaTUKe
CaCTaBHU je 1e0 MPUPOJHUX U TEXHUUKUX HayKa, Te he Belimua Bac y 6ynyhHOCTH MMATU NPUIINKE na Ce€ CyCpPEeTHe
ca muepeHnujaJHIM jeTHAUYNHAMA U BUXOBUM IIPUMEHAMA.

[Ipe mero mro hopmasHO yBemeMo mojaM muepPEeHnMjaJHUX jeqHAYMHA TOTPEOHO je ma ce ymOo3HaMO Ca OC-
HOBHUM KOHIENTVMa MaTeMaTWJKe aHajAu3e, Tj. IOjMOBUMAa M3BOJa, MHTErpaJia ¥ IPUMUTUBHE (QyHKIOU]je:

e Wseoxn ¢ymruuje F(z), y osmamm F'(r), je mMaremarwura omepanuja KOja IPENCTaBba OP3UHY IPOMEHE
¢yuruumje y onpebenoj taurm, Tj. Mepm Kouuko ce (pyHrmmja F(z) mpoMeHm Kama ce BPEIHOCT He3aBUCHE
OPOMEHJBMBE & NPOMEHU 3a BPJIO Mauyy BpenHocr. V3sox ¢ymruuje F(z) mpemcraBiba IpOHAJNAKEHmE HOBE
dyurnuje f(r) Koja ommcyje Op3uHy IpoMeHe OpPUTMHAJHE (PYHKIUje y 3ABUCHOCTHU O] IPOMEHE BPEIHOCTHU
npoMenmuse z, tj. f(x) = F'(x) = %.

e UVnrerpan ¢pynxmuje f(z), y osmamu [ f(z)dz, je MaTeMaTH4ka omepamuja Koja IPeACTaBba CYIPOTHOCT
u3Bony. Wurerpan ¢yurnuje f(x) mpeacraBiba npoHasaskeme HOBe (yHruuje F(z), HazBaHe mHTErpasHa
¢yHEIMja Wiy IPUMUATUBHA QYHKIU)A, YMju je U3BOL jeNHAK OPUTMHAJHO] OyHKmMjuU, Tj. F'(x) = f(z).

Ila 6ucMo mM3pavyHAJIM W3BOJ WU WHTErPaJl HEKe (YHKIUje, IOTPEeOHO je ma IPUMEHWMO IPABUIA M3BOAA, Tj.
UHTerpaja y CKJIaLy ca MaTeMaTWYKUM OIlepalujaMa Koje Cy IPUCYTHE Y TOj (VHKIUMju. Y Tabaumy KCIOX
HaJla3e Ce M3BOAU UM MHTEraJM YeCTO KOpUIMNeHux (yHKIu]ja:
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IOK ce y Tabesn UCIOoI Haja3e HEeKa YeCTO KOPUITNEeHa MPABUIIA:

Ocobune u3BoIA Ocobune uHTErpaia
(Cf(x) =Cf'(x) fo(ﬂf)dJJ:Cff(x)dx
(f(z) £ g(x))" = f'(z) £ ¢'() J(f(z) £ g(x))dx = [ f(x)dz + [ g(x)dz
(f(@) - g(@)) = [f'(z)g(z) + f(z)g' (x) J u(@)’ dz—U(z)v(x)—fv(x)U’(z)dﬂﬂ
(48) = £ (ff‘"”)g - [ £/9(@) g/ @)ds = (gla)) + €
(z

, Y uperxoanom peny, dyHkuuja g() je cMeHa U nuieMo
(f(g(x)))" = f'(g(x))g' (x)

g(x) =t, dt = ¢'(x)dx n To 3amMeHUMO y WHTErpas




Kana mam je 3anmarak ma nponabemo npuvmurtusny $GyHrmmjy nate ¢pyurnuje f(z) ma marepsany (a,b), Tpakmmo
¢yuruujy F(x) uuju je m3Box jenmak maroj ¢gyurmujn f(x) HA TOM mHTepBasdy. Kao mro cMmo Beh HaBenu, 0Baj
npobJieM MOKEMO UIyCTpOBaTU ciieneioM jemnHadunHOM:

Kako je y jemmauwuu ¢yurimmja F(x) nara y o6auKy CBOI IPBOT M3BOJAA, OBA jeAHAUYMHA Ce€ HA3UBA AUDEDEH-
njajHa jeqHAYMHA NPBOr pena. 1o KOHBeHHUMju, HEMO3HATY (YHKUN]Y HE3aBUCHE IPOMEHJPUBE, KOjy CMO IO Canaa
osnauaBaiu ca F(x), osnauaBahemo ca y(x) mam camo y.

Amanorso ce mory mepuHMCATH U AA(EPEHIUjATHE jeIHAYWHE BUMNX PEAOBA :

o Jludepenmmjanua jennaumna 11 pema: ¢y’ —y =0
o Jludepennmjanua jennaumna 11 pena: vy —4xy +3x =0
e Y ommreM ciyuajy madepeHnujaaHy jemHadnHy 3ammcyjemo kao: F(z,y,y,...,y™) =0

Ilakne, mudepeHnUja Ha jeqHAUMHA je CBaKa jeJHAYMHA Y KOjOj Ce jaBjba HE3aBUCHA IPOMEHJLUBA X, HEMO3-
HaTa (QYHIKAja HE3aBUCHE IPOMeH/bUBE Y(x) U M3BOAU Te Hemo3HaTe (yHKIUje.

Pemapame nudepennujanae jennadymse noapa3dyMeBa IPOHANAKEHE CBUX HEHUX PelleHha.

e Aro ¢yHRIMja () MOEHTUUKM 3a0BObABA AUPEPEHIUjaHy jeTHaunHy F(J;,y,y’,y(”)) = 0 ma umHTEpBAILY
(a,b), dysximja é(z) je pememe madepenmujanme jemuauune F(z,y,y’,y™) = 0 na unrepsany (a,b).

o Pavunuja dpysrumja y = ¢(z,¢), rae je ¢ KOHCTaAHTA, je OIIITE pememe mupepeHnujaate jeqaadune y =
f(z,y) arxo 3a caky taury (a,b) jemmauumna b = ¢(a,c), rae je ¢ caoboqHA TPOMEH/LUBA, UMA, j€IUHCTBEHO
pememe ¢y, TAKO 1a je pymrmmja y = ¢(z, cg) pememe jemmaumne y' = f(z,y) Koje 3a10BObABA TTOUETHA YCIIOB
y(a) =b.

e Caako pemene jemnauune ' = f(z,y) 106UjeHO O ONIITEr PEMIEma TAKO IITO CE MaPpaAMeTPy € Aaje KOHKPETHA
BPEIHOCT €y je MApTUKYJAPHO pememhe nuepeHnujalte jeTHadrnHe.

Jeman on HAjOCHOBHMjUX TWIOBA AU(EPEHNMjAJHUX jeAHAUYMHA OPBOT pela je madepeHnyjasHa jeqHauyumHa
Koja pa3nsaja mpoMeHsbuBe. OHa je nepuruucana Ha cienehu nHauws:

Y = f(x)g(y)

Ime cy f(x) u g(y) yuanpen 3anare ¢pyuruumje. Kako 6ucmo momum mo pemema OBe jemHauuHe, MOTPEOHO je
HameTHyTH ycuoB na je g(y) # 0 (rkaxko 6memo m3bersm moryhHOCT mesbema HyJoM) W 3ammcaTtu y kao y' = %'
Hama jemnauumna Ttamga mma oOIUK:

dy
29—
7 = T @)
Momro cmo mpernocrasunu na ¢(y) # 0, jeaHAUMHY MOKEMO 3amucaTu Ha ciaenehin navun:
dy
9(y)

Opnarne manakemem ¢yurunuja G(y) u F(x), xoje cy mpumuTuBHE (yHKUUjEe 3a ﬁ u f(x), nobujamo pememe

= f(z)dzx

3aTuMm mHTErpasuMo nocrojehy jennavuuny:

nupepeHnyjanne jenHadnne npu ycuaoBy ¢(y) # 0 koje je obuuka:
G(y) = F(z) +c

Tme je ¢ € C koucranTa uHTErpamyje.
Ykouuko ¢yurmuja G(y) uMa MHBEP3HY (QYHKIU]Y, Y MOMKEMO U3PA3UTHU KAO:

y(z) =G (F(2) +¢)
OBuM mocTynkoM nobujaMo OHIITe penieme aupepeHnurjatie jeJHadrnHe KOja pa3aBaja IPOMEHJLUBE.

IIpumep. Pemmtu mudepenmujanny jemnauuny y' = z(1 + y?) xoja 3amosomasa ycios y(0) = 1.

3a moderak, ToTpebHO je ma mpumetnMmo ma je f(r) =z, a g(y) = (1+y*) uy = %, Ia jeqHaYMHy UMa OO0JIVK:



Kako g(y) # 0 3a Vy € R, jennaunny Mo:xeMo 3anucaTl Ha cielelin HaywH:

1

1+y?

Kanma uaTerpanumMo oBy jemHaUMHY M IPOUYNTAMO BPEAHOCTU MHTErpPAjia U3 FOpeHaBeneHe rtabiaume, nodbumjamo:

dy = xdx

rax arc C C
1 y2 Yy gY 1 2 2

Kako 6um 3ammc 6uO KOMIAKTHUjU, KOHCTAHTE MHTETPAIUje €] U Co MOKEMO HANMCATU KAO C = Co — C1,[T€ je
koHcTanTa ¢ € R. Jlakie, nama jenHaumHa 0OJIUKA:

22
arctgy = 5 +c

Canma MOsKeMO M3Pa3UTU § U TUME NOOUTU OIIITE PElleHe MOJa3He MUPEPEHINjaTHE jeTHAUNHE:

y(xr) = tg (1:22 + c)

Kana yamemo y 063up nouernu ycaos y(0) = 1 u yGauumo ra y nobujeny jemHauuuy, nobujamo:
0 T
1=tg §+c = 1l=tgec = c:arctglzz

Hakne, ¢ = 7§, ma je mapTUKyIapHO PElICHe IMdepeHImjalte jeIHaunne Koje 3an0BosmaBa yciaos y(0) = 1 jennaxo:

y(z) = tg <x; + D

Y momy je y TpenyTky t = 0 HacyTa je Tomna kada mouyerne temmneparype T(0) = 90°C. Iloma je ocrasmena
na ce xjaanqu Ha coOHOj Temmeparypu 1. = 25°C'. IIpomena Temmeparype Kagpe Kpo3 BpeMe MOKE Ce MOIEIUPaTU
ByrHoBUM 3akoHOM xmabema:

dT
— =—k(T{) - T
= —k(T(H) - T.)

Ime je k > 0 mo3maTa KOHCTAHTa KOja 3aBUCHU O CTPYKTYPE MIOJ/bE WM KOJIWIWHE TEYHOCTU Y IIOJBU.

(a) [2 moena] Koju rpaduk omucyje mpomeny temneparype Kade Kpo3 Bpeme?

12 120 12 120
100 100 100 100

80 60 40 -20 0 20 40 60 80 100 80 60 40 20 0 20 40 60 80 100 80 60 40 20 0 20 40 60 80 100 8 60 40 20 0 20 40 60 80 100

a) 6) B) r)
(6) [2 moena] Yrkomuro je roedumujent xaabewma k = 0.1 u BpeMe MepUMO y MUHYTHUMA, KOJIUKO BPEMEHA je
norpebuo ma mpobe ma 6u Temmeparypa kade y mosmu ouima 60°C'7

a) 5,1 munyTa 6) 6,2 MunyTa B) 7,3 MuHyTAa r) 8,4 munyTa

(B) [3 moena] On tpenyTra ¢t = 2k y mosby Kade IMOYHE Ce CUNATU BOJA KOHCTAHTHOM OP3MHOM KOja je cBe
romnuja u Tomiauja (IuHEApHO ca BpemeHoM). Ilpomena temmneparype kade Kpo3 Bpeme (3a t # 2k) moxke ce
MOIEUPATHA j€THAUNHOM:

a) 9L = —k(T — T.) + (t + sgu(t — 2k)) 5t 6) 9T = —k(T — T.) + (1 + sgn(t — 2k)) 5t

B) 4L = k(T —T.) + (3 + sgn(t — 2k))2t r) L= k(T —T.) + (L +sgn(t — 2k))2t
(r) [2 moena] IllTa ce memasa ca TeMueparypoM Kade y mosmu u3 nena (B) kaga t — co?
a) Texu myiu. 6) Tesku cobGHOj TeMmepaTypwu.

B) Tesky moyeTHO] TeMmeparypu Kade. r) Texu GECKOHAUHOCTHU.
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BA,Z[ATAK 2. JINHEAPHA AJITEBPA U AHAJINTUYKA TEOMETPHUJA

Jenan onq KOpMCHMX KOHIlENATa y IM€OMETPUjU ¥ PaUyHAPCKOj rpaduiy IpencraBibajy aguHe TpaHCHoOpMa-
Imuje, ONHOCHO aMHA IpecjauKaBama. 1o cy ¢yHrnuje maMehy adpuHUX IpocTOopa KOje NPEeCciInKaBajy Tadke y
Ta4yke, IpaBe y IpaBe W PaBHU y PaBHU. JeTHOCTABHOCTU Paau, y OBOM 3aJaTKy heMo ce GaBUTH caMoO a(HIM
TpaHC(hOpMaIjaMa PaBHU.

Jepunurnuja [apune Tpancpopmanuje paBuu|: Aduna TpanchopMmanuja PaABHUA je HENPEKUAHA OUjernuja
f :R? = R? koja ouyBaBa KOIMHEAPHOCT TAYAKA.

Aduna mpeciukaBama UMajy 3rOAHY MATPUYHY DEIpe3eHTaIy]y. 3a MoJYeTak, 00jaCHUMO KAKO MOYKEMO MTOM-
HOKUTU JBE MaTPUIE.

Hexka je A marpuna mumensuja m X n, a B mMaTpuna guMeHsuja n X p.

a1 @iz - Gln bir bz - by

a1 G2 cc G2n bor ba2 -+ bop
A= . . . B =

am1 Am2 - Gmn bnl bn2 e bnp

tana je npousson marpuna A u B marpuna C' = AB numensuja m X p:

C11 C12 Cip

C21 C22 C2p
C = ]

Cm1 Cm2 - Cmp

TaKBa Ja BAKU: Cij = Gi1b1j + aiabaj + -+ + Qinbpj = 22:1 aikbrj, 3a cee i =1,...,mu j=1,..,p. Ipyrum peunma,
BPEIHOCT Y i-TOj BPCTU U j-TOj KoJoHU MaTpuiie C' nobujaMo CKaJapHUM MHOMKEHEM i-Te BpcTe Marpuie A u j-te
BpcTe Marpune B. HaBenumo mpruMmep MHO:KEHa MaTpulle AuMeH3uje 2 X 4 maTpunoMm auMmensuje 4 X 3.

3 3 -1
2 -3 0 5)\[-2 -4 o (22 -7 48
(1 -1 2 4) -1 -3 -1 _<11 ~19 37>
2 -5 10

Y mpBOj BPCTU M IPBOj KOJOHM N00UjeHe MaTpune ce Hajxasu 6poj 22 3ato mto je 22 =2-3+ (=3)-(-2)4+0-
(-1)+5-2.

Heka je mat xkoopmuuatau cucteM Oe um Heka ce tauka M (z1,y1) npecaukasa y tauky M'(z),y]) apunnm
npecaunraBameM f. OBO ImpeciMKaBame Ce MOKE MPEACTABUTU Y ODJIUKY

$/1 _ a1 a2 T1 4 b1
1 a1 a2 Y1 ba

OBo caskero Moskemo Hamucatu y obaury X' = AX + b, rme cy X', A, X u b onrosapajyhe marpune us
nperxonHe jeqnakoctu. Marpuna A Hasusa ce aukeapru deo, TOK ce MaTpuia b HA3UBA, MPACAGMOPHU 0e0. Y KOIUKO
He OMCMO KOPUCTMJIM MATPUYHU 3amuc, GopMyJe aGuHOT IMPECINKaBama y paBHA Ou mMase ciaenehn o6auk:

!
] = a1121 + a2y + b1

Yi = a1 + axyr + be

IIperxomue mBe jeIHAKOCTU Ce jOUI KOMIIAKTHUjE MOry 3ammucaTty y MarpuanoM obmaukry (X' = Ay X) ma cnenehn
HAUWH:

x} ain a2 by z1
y’1 =\|aan ax b U1
1 0 0 1 1



Marpuna A, Ha3uBa ce npowupena mampuya aQUHOT TpeciukaBama. Hajsnauajuuje adunae tpanchopmanuje
Cy TpaHCaluja, poTamuja, pediexkcrja, CKaJlupame, XOMOTETHja U CMUNAKE. Y IIO3HAJMO Ce AeTaJbHUje Ca HBUMA.

Tpancianuja 7; 32 BEKTOD b= (b1,b2) mara je popmynama:

=2 +0by,
Y =y+b,
WY Y MATPUYHOM OBJIHKY:
x! (1 0\ (= b1
Yy 0 1) \y ba

Poranmja oKO KOOPDAMHATHOT MOUYETKA, 3a yrao ¢ € [0,27) nara je MATPUYHOM (POPMYIIOM:

R x’ cos ¢ —sin ¢\ [z
ol =1 \
y sin ¢  cos ¢ Y
Poramuja oko mpousBosmHe Tauke @ = (¢1,¢z2) 38 yrao ¢ ce MOKe NPEICTABUTH KA0 KOMIIO3UIW]a [BE TPAHCIIAIM]E
U jemHe pOTallje OKO KOOPAMHATHOT modeTka O:

Rg.¢ = 56 o Ry °T5d

OBo TBpheme je mO3HATO KAO Meopema 0 MmparHcMymayuju.
Pedanekcuja y omsocy Ha mpaBy po KOja IPOJIA3U KPO3 KOOPIAMHATHU IOYETAK U KOja Ca MO3UTUBHUAM IEJIOM
T-0ce rpamu yrao 3 uma cienehy popmyiy:

g - z'\  [cos ¢ sin ¢ x
Y sin ¢ —cos @) \y

Crasupame y Ipasily KOOPAUHATHUX OCa, Ca MEHTPOM Y KOOPAUHATHOM MOYETKY U Koedunujentuma Ai, Ao 7 0
uma caenehy dopmyy:

o x’ A O T
A,z =
1 2 y/ 0 A2 y
XoMoTeTHja npeacTaBba CIenUjalad CIydaj CKAJIUpPama, Iae je A1 = As.
CMuname ca KOepUuIMjeHTOM A y MpPaBIly £-0Ce uMa (OPMYyIIy:

x! 1 A\ [z

y' 0 1) \y

x 1 0\ ([«

y' A1) \y
Ilocebno 3HauajHy KiIacy auHUX TpaHCcPopManuja IPeNCTaBbajy M3oMerpuje. To cy mpeciukaBama Koja
ayBajy dyoicuny y eyRIMACKOM mpocTopy E mpowsBossHe nuMeH3uje. KapakTepucTuka CBUX M30METpUja je Oa je

IeTepMUHAHTA BUXOBE NPOIIMPEHE MATPUIlE yBeK jemHaka 1 mmm —1.
Hexke on Haj3HavajHmjux ocobmua adguHUX TpaHchopManuja Cy:

® IPECIUKABAjy IIPaBe y MPAaBE;

e UyBajy pa3Mepy KOJMHEAPHUX Iy+KMU;

e UyBajy NApPAJEIHOCT IPABUX;

e OHOC IOBPIIMHA CJIMKE U OPUTHUHAJA JeTHAK je % = |det(a;j)|, rme je det(a;;) merepMuHanTa (IpommMpeHe)
MATPUIE TATOT a(QUHOT MPECIUKABAA.

HaBenumo jom jemHy KOpUCHY TeOpeMy.

Teopema: IlpousBon mpommpeHux Marpuna aprHAX IpecaukaBama fi U fo jenHaK je NPOMMPEHOj MAaTPUI
KOMIIO3UIMj€ TA IBA IPECIUKABAA.

Hanomena: Youmreno ce apure Tpanchopmanyje MOTy Ae(GpUHUCATU 38 NPOU3BOJLHE BEKTODPCKE IpocTope (0
BEKTODCKMAM NPOCTOpUMA je OWiIo peur Ha mpouutoromummeMm takmudeny HS Algorithm). Hera je f: Vo>V
JIMHEADHO NPECIUKABAK€ BEKTOPCKOT MPOCTOpPa KOJjU je HMpUApy:keH mpoctopy Tadaka E. Aduno npecaurasarpe
f:E = E je npeciukaBame Tauaka KOje je MHIYKOBAHO IPECIMKABAILEM f BEKTOPA y CMUCIY I je:

F(M) = M f(N) = N' <= F(MN) = FQI'N).

(a) [1 moen] Kosuko on naBenenux oGjekara MOxke OUTU Cauka poMOa Npu apUHOM IPECIUKABAY ?



1. xBangpar,
2. Tpanes,
[EeJTONN,

M3JIOMJbEHA JIMHU]A,

oo W

IPaBOYTAOHUK.

a) 1 6) 2 B) 3 r)4

(6) [2 moena] Konuko onx HaBeIeHUX IPECINKABAKbA IPEICTaBba n3oMeTpuje’?
1. cmumame y npasiy y-oce ca koedurnujentom \ = 1;
2. TpaHCIALUja 3a BEKTOp U = (—1,V5);

peduekcuja y ogqHOCY Ha mpaBy p: 3z — 7y + 1 = 0;

Ll

CRaJIMpame ca IHEHTPOM y KOODAMHATHOM HOYETKY U KoepuuujeHTuMa A = —1, Ao = —1;
5. xomoreTuja ca neHTpoMm y tauku A(6, —8) u roedumumjenTom A = 2.

a) 1 6) 2 B) 3 r)4

(B) [3 moena] ¥ ommTeM ciydajy mOCTOjU je IMHCTBEHO A(UHO MPECIMKABAHE KOjeé MPECINKABA TPU HEKOJIWH-
eapue tauke P, Q u R y Tpm meronmueapue tauke P, Q' u R'. Yromuro tpoyrao OAB ca remernmma O(0,0),
A(1,0) u B(0,1) mpecaukamo y tpoyrao O'A’B’, tana je popMmyna TOr ahUHOT IPECIUKABAA

!/
T ail a2 T bl
] + ’
Yy az1 Q22 Yy b2
Y ! R/
rme npBa KoJioHa Mmarpuile A mpencrasima koopaunare Bekropa O'A’, npyra komoma roopaunate Bexkropa OB’
a Marpuna b mpencrasba koopauHate tauke O'. (koopmumare BekTopa MN jemHake Cy pasiuiu KOOpIUHATA

ravaka N u M). IoBpmuna cauke kpyra ymucanor y AOAB koju ce npeciukasa y AO’A'B’, rue je O'(—2,1),
A'(2,-3) u B'(1,1), ussocu:

3—2V2
— T

a)6(3—-2v2)r  6)6  B)12r 1) 5

(r) [3 moena] Heka je f kommoswrmja porammje ca menrpom y tauku A(1,1) 3a yrao § u cMunmama y mpasIry
y-oce ca roedummjenTom A = —2. Yrouuko je M = f(O), rae je O KOOpAMHATHYU OYETAK, TANA je PA3JMKa IPBe

u apyre roopauHarte Tavke M jemHaka:

a) —\/2+V2 6) —\/2-V2 B) \/2+ V2 r) /2 -2
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BA,Z[ATAK 3. EJIEMEHTU ®MHAHCUJCKE MATEMATUKE

Hajsaskauju BpeqHOCHM manmmpwu, ca IPUXOAOM KOju HuUje ¢urcan, cy akyuje (share, stock). Omaj xo mocemyje
aknuje Heke ¢upme je, y oapebheHom mpouenty, BracHuUK Te (upMme. AKIuje mMajy CBOjy LEHY, OHE C€ MOTrY
KYyIIOBATU W NPOAABATHU, Tj. Ca BUMa Ce MO¥ke TproBaru Ha Oep3u. Onyuje (options) cy Tako3BaHM (UHAHCH]CKA
[EepPUBATH, OAHOCHO BPEAHOCHU IIAIUPU KOJU Ce OMHOCE Ha HEKe Apyre BpeaHocHe namupe (0OUYHO akuuje) u uuja je
[eHA M3BEAEHA U3 [[eHEe TUX APYTUX BpeqHoCcHuX nmanupa. Omuiuja je yroBop KOju OHOME KO I'a MOCenyje aaje mpaso,
ayii He  00aBe3y, Ha Kynu WX & IPOJa HEKU BPeTHOCHU Hamup mnoxn onpebennm ycnoBuma. Kao m cBaku yrosop,
omIja mMa IOBe cTpaHe. Y OBOM CJIydYajy TO Cy Kylall ¥ IpomaBall. 1akKo Koa onuyuje WMiIu KyIOBHA OIIMja Haje
mpaBo, aju He u obaBe3y, KyNOBUHE aKIWja MM HEKUX APYTUX BPEOHOCHUX mamupa. Ilym onyuje uau npomajHa
omIyja naje mpaBo, aju He 1 0baBe3y, Mpoaaje aknuja WM HEKUX APYTuX BpemnHocHuX mamupa. Oba tuma omrmja
uMajy yeoeopeny uyeny (LeHA IO UCTEKy, LeHa mo pocuelly) u yzosopeno epeme (Bpeme mcreka, Bpeme nocmeha).
HajBasxkuuja cBpxa ¢mranCHjCcKuX mepuBara je obe3debheme on pusmka, OMHOCHO CMAaHkhEHme PU3UKA O I'yOuTaka.
3a ocoby Koja mpojaje Kaske ce ma je y Kpakmoj noduyuju, I0K ocoba kKoja Kymmyje y dyzoj nosuyuju. I[lopmgoauo je
KOJIEKIMja BPEIHOCHUX NaNMpa Koje Heko mocenyje. BpennocT moprdoauja je muHeapHa KOMOUHAIM]a BPETHOCTH
NOje IMHNX BPETHOCHUX HAIUpPa.

YTOBOpEHy IEeHy, MO KOjOj Ce MO:Ke KYIUTH OTHOCHO MPOIATH BPEemHOCHU mamup, obeneskaBahemo ca K, a
BpeMe mo ucrteka ommuje ca 1. [loueTHy nery BpemHOCHOr mamupa y TPEHYTKY CKJIAama yroBopa o3Hauasahemo
ca Sy, a meHy y TpeHyTky t ca Sy, 0 <t <T.

IIpernocraBumo na mMaMoO KOJ ONIMjy Ca BpeMeHOM ucteka I m yroBopeHoM neHoMm K. Komawko Bpenu kou
ommuja y TpeHyTry 17

e Axo je St < K, Bpemmoct ommuje je Hyna jep melieMo KymoBaTu armujy 3a meny K, Kama Ha TPRKUITY
MOXKEMO KyIUTH jeQTUHUjE 3a LIeHy St.

e Axko Bazkm Sp > K, xonm ommuja mMma BPEAHOCT jep HaMm maje moryhuocT ma axmujy, uuja je mena St y
TpeHyTKy 1, KyIMMO IIO HIKO] yrosopenoj umenu K. AkTuBupameM oOmmuje KyIoyjeMo aruujy mo neaua K,
KOjy MOMKEMO OIMAaX Aa MpPOAaMO MO HW/KOj IeHu St u 3apamumo npodut jemuax St — K.

Ilakne, BpeOHOCT KOJI OIIMj€ Yy TPEHYTKY ucTeka 1 jenHaka je

¢ = max{Sr — K,0}.

K5/

Sr

[TpumeTnMo na BpeOHOCT KOJ ONIIMje pacTe kKana pacre S, a omazxa kaga pacre K. 3a myr onmujy Baku
0b6pHYTO.

(a) [2 moema] IlpermocraBumo ma omumje mMajy speme mocmeha T m yrosopeny meny K. Wusectutop y
TpeHYTKY 1 uMa jemHy Koa U jenmy mytT omnujy. Tana je mobut mHBecTUTOpa y TPEHYTKY 1 jenHaxa:

a) ST—K 6)K—ST B) |ST—K| 1") ST

(6) [2 moena] VMuBecTuTop Kymyje KOJ OHmUMjy ca yroBopenoM neroMm K; = 50 eBpa mo IeHu oxn ¢ = 4 eBpa u
nyT onnujy ca yropoperowm renoM Ks = 30 eBpa, no neru ox p = 6 espa. Obe onuuje mMajy UCTO BpeMe Tpajama
T. Koju on cnemehux rpa¢gura nprka3yje 3aBUCHOCT IPO(PUTA MHBECTUTOPA O Il€HE akunuje y TpeHyTrKy 1




(B) [3 moena] 3a masmaskeme IeHE EBPOICKE KOJI OINIUje MOJA3MMO O OMHOMHOT MOZEJA W MPOLEHe Koja je
HeyTpaJiHa Ol PU3UKA. PasMoTpuMo OMHOMHM MOIeJN ca jemHuM kKopakom. Canaimmha BpemHOCT omnuje je Sy, a
e’y KOJI ommnuje ca ucrtekoMm 1 o3Haummo ca f. TOKOM ;KMBOTa ONIMje MPEeTIOCTABUMO A IeHA AKIUje MOYKE WU
nma mopacte 3a parTop u > 1 m ma m3HOCH uS) WM ma omanHe 1m0 dSy 3a ¢parTop d < 1. AkKo meHa akmuje mopacre
Ha uSy, nobut ox ko onunuje usnocu f, = max{uSy—K,0}, a ako uena akuuje nanue 10 dSy, 1o6UT 01 KO OmIUje
m3nocu fq = max{dSy — K,0}, rne je K yrosopena nena. [IpermocraBnmo na ¢MO GopMuUpasu mopTHOIUO KOjU ce
CacToju OI:

e A arnuja Koje CMO KyIWJU ¥ UHja je TPeHyTHa IeHa Sy;
e [Ipomanu cMoO jemHy €BPOICKY KOJI OMIAjY HA T€ AKIHje.

Axo 1meHa aknumja mopacrte, BpeQHOCT moprtdonaua je uSy — f,, & arko IeHa akuuja manHe y TPeHyTKy 1 BpemHoCT
moprtoaua je dSy — fq. Ha 6u moprhonno 6mo Ge3pusndan, OBe ABE BPEIHOCTU M3jenHadYaBamo. VI3 mpuHImnDa
IpOIeHEe KOja je HeyTpaJiHa Ol PU3WKA NOOMjaMO Aa je IeHa ONIUje jeTHAKA:

= S0A — (uSoA — f,)e™ "7,
rme je r kamMaTHa cToma 0e3 pu3mka. lIperxommHa pemanuja ce MOKe MPUKA3ATH U HA ciaenehm HaumH
f=e"T(pfu+ (1 =p)fa),

rze je p M3paskeHo MpeKo BpeaHocTu 3a u,d, 7, T. OBoM GopMyIioM je mara meHa OmIMje y CIydajy Kaga ce IPOMeHa
IIeHA, aKIUje MOIeInpa OMHOMHUM MOMEJIOM Ca jeTHUM KOPAaKOM.

usS,
So

Ip ds,

Ilena armuje mexe komnanuje TpenyTHO je 20$. Ilosmarto je ma he makom Tpm Mmecena nena outn 22$ mim 18%.
Bespusuuna kamataa croma uznocu 12%. OnpennTy BpemHOCT TPOMECEYHE €BPOICKE KOJ OINIMje C& YTOBOPEHOM
nenom 21$, axo je Bpeme mocmeha mspaskeno y romuaama.

a) 0.652 6) 1.012 B) 0.633 r) 1.043

(r) [2 moena] Ha caunu ncmoxn mpukasaH je rpaduk kperama meHe armuja kommanuje "CYMA MAT®” 3a
nepuon ox 2016. mo 2024. rommue. Kojy mosumnujy tpeba ma 3ay3me mHBeCTUTOD y neunemOpy 2024. romune
3Hajyhim oBe momaTke:

a) Oyry MO3ULU]Y 6) KpaTKy MO3UIU)Y B) Huje moryhe monetu omnyky HA OCHOBY JNOCTYNHUX II0JATAKA.

Series 1
60 80
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SAIATAK 4. AJITEBPA

Aunrebpa je mMareMaTnuka AUCIMILUINHA Koja ce GaBu cuMmbonuma (KOje HA3MBAMO IPOMEHJbUBAMA) U APUT-
METHYKUM OIlepaljaMa Ha BmuMa. KoMOWHAIIM]OM IPOMEHJBUBUX, OIEPATOPA U KOHCTAHTHY JOOMjaMO MATEMATUYKE
n3paze. Ha ocHoBy ymorpebe u ciaoskeHOCTH U3pala, aaredbpa ce Moske KIacu(PUKOBATH y pa3nudnTe rpane. JenHa
on rpaHa ajarebpe je amcrpakrHa ajaredpa, a Mm heMo ce y HACTAaBKYy OaBUTU jeIHUM O IEHTPAJHUX IOjMOBA
ancTpakTHe ajarebpe, a TO Cy rpyIe.

Hepunumnuja. I'pyna je amrebapcka crpykrypa (G, *), rae je G HempasaH CKyI, a * OMHADHA ONepanuja Ha
G roja mma cienehie ocobune:

1. aconmjarusHOCT: 3a cBe ,y,z € G Bazkn (x xy) * 2 = x * (y * 2)

2. mocrojame HeyTpana: llocroju e € G TaxBo 1a 3a cBe ¢ € G BAXKU Txe =€exT =T

3. mocrojame uHBep3a: 3a cBako x € G moctoju v € G TakBo ma je xxx ! =2 lxx =¢
Pen konaune rpyme G jecre 6poj ememenara ckyna G.

ITpumerunmo na je (Z,4) (rme je + crammapaHa omepanuja cabupama) jenHa rpyna: cabupame je aconuja-
TUBHO, HeyTpaJ je 0, IOK je MHBep3aH eJeMEeHT 3a & € Z eJeMeHT —& € Z.

(a) [2 moena] Komuro je rpyna meby caenehinm anrebapcknm crpyrrypama: (N, +), (Q,-), (R\ {0},-)
a)0 6)1 B8)2 r)3

Cana hemo ce 6aBuTy jeTHOM KOHKDETHOM BPCTOM IDyIa KOje HA3MBAMO CHMMETPHAYHMM rpynama. Heka je
X menpasuu ckyn. Ckyn cBux OMjeKTUBHUX (DYHKIMja KOje CIMKajy eleMeHTe ckymna X y ejeMeHte ckyma X Tj.

SymX = {f: X — X|f je oujexumja}

YMHU TPYIy y OOHOCY HA KOMIO3ULM]y IpeciaukaBama Tj. (Sym X,0) je rpyma. Ta rpyna ce Ha3uBa cHMETpUY-
HOM rpymoM. ['pyma Sym{1,2,...,n} osmauaBamo ca S, W HA3UBAMO KPATKO CHMETPUYHOM TDYIOM WU TPYIIOM
nepmyTanuja. Pen ose rpyne je n! tj. 6poj 6ujekumja cxymna {1,...,n} y {1,...,n} jemmax je nl.

Ha npumep, ¢yurnuja f medpunucana ca f(1) =1, f(2) =2, f(3) =3 je emement Sz u npencrasmba HEYTPAJ 34
Ty rpymy. Jom jeman mpumep esnementa Sg je ¢pyHruuja g nedunucana ca g(1l) =3, g(2) =1, g(3) = 2, g(4) = 5,
g(5) =4, g(6) = 6. Enemente ckyna S,, MokeMO 3anucuBaTl ¥ TabanuHo. Tako IpeTxoaHO AeYUHUCAHY ¢ MOKEMO

3allcaTi 1 Ha cneﬂehn HAYUH
(1 23 456
P\3 1 2 5 4 6

Hajmoromauju 3amnmc 3a mprkasuBame ejieMeHaTa rpyne S, Cy MURIOBU. [[OKaknMMO Ha KOHKPETHO] (YHKIUU g
KaKO 3aluCyjeMo eyieMeHTe S, Kao muriaoBe. Kpehemo onm emementa 1 - Bumumo ma ce o ciumka y 3. Camum
TuM, oTBapamo HOBU mukia [1,3. Cama riaenaMo y KOjU Ce €IEMEHT CJIUMKA 3, TO je 2 - NPOIy:KaBaMO HAIl [UKJI
[1,3,2. Hasme, mpumMeTruMo Oa ce 2 CJIMKA y €JIEMEHT 1, KOJUM CMO 3aI0Yesd LUK - CAMUAM THUM, 3aTBAPAMO
muesn u mmmemo [1,3,2]. HacraBmamo on ciemeher Gpoja xoju Beh muje y mamem mukiy - To je 4 m mocTymak
nonasmamo. Ha kpajy mobujamo g = [1,3,2][4,5][6], mehyTum nmkmose koju canpske jenaH eJeMEHT HE MUIIEMO
na je g = [1,3,2][4,5].

(6) [3 moena] Bpoj nurnosa myskure 5 (IITO 30BEMO U H-LMKIOBUAMA) y TPYNU Sio jedHAK je

a) 120  ©6) 24 B) 6048 1) 252

Pa3MOTpuMO CBOjCTBA IUKIOBA HA jeIHOCTABHUjEM NMpUMEPY. JETHOCTABHOCTU PAad, MOCMATPAjMO TPYIy Sy u
mea mukaa f = [1,3,4] u g = [2,4]. Y rabanusom 3amucy je:

1 2 3 4 (1 2 3 4
3 2 4 1 T \1 4 3 o

IIpBO 6UTHO CBOJCTBO jeCcTe Ia WIAHOBE IUKJIA MOKEMO IIOMEPATHU 38 IPOU3BOLAH OpOj MecTa yaecuo. Ha mpumep,
Bazku f = [1,3,4] =[4,1,3] = [3,4,1]|. Kako cy uukioBu nBe nepMyranuje, OAKJIOBE MOKEMO KOMIIOHOBATH - 3AIIUC



[1,3,4][2,4] je xomnosunumja fog u jemnaka je [2,1,3,4]. CBaka KOMIO3UIMja TUKIOBA MOKE Ce HA CIUYAH HAYUUH
3amMcaTy Kao KOMIIO3UIMja AWCjyHKTHUX HUKJIOBA U Taj OOJIMK je M3y3eTHO morozaH 3a onpebuBame pema mep-
myTamuje. Ako je mepmyranuja f mara Kao KOMIO3UIMja OUCjyHKTHUX IUKIOBA f = C1Ca...Cp, PEI IEPMyTAIMje
fijer(f)=H3C(y,...,4,) vme cy ¢1,...,¢, penoM IysKuHE LUKIOBA Ci,...,C, (3a pamo3Haiie: MOKE Ce MOKA3ATU
Ia je pel mepMyTanmje HajMamy npupoaaH 6poj taxkas ma je fT) = fo fo...of =e rme je e meyrpan rpyme S,)

—

r(f) myra
(B) [4 moena] Onpenurn pen nepmyranuje m = [3,7,1][7,2,8][5,4,3]|[1,4] € Sg

a)6 ©6)10 B)12 1) 54
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SAJATAK 5. MATEMATUYKA AHAJIU3A

Jenan on ocHoBHUX mOjMOBa y MaremMarnukoj aHaan3u jecte mHTErpaJs. Kpo3 ncropujy pasBoja MaTeMaTHKe,
Pa3IMYnTY HAYYHUNY AAJIM Cy BUNIE PA3JIUUNTUX Ae(UHUIM]a NHTerpaJsa - MeDy kojuMa ce m3nBajajy nsa: Puman
(Riemann) u JleGer (Lebesgue). PumanoBa neduamiuja maTErpasa je KIACUUYHUjA, jACHUja W Pa3yMJbUBUja aju
nMma onpebene memocrarke koje JleberoBa medpuHunMja IpeBasmiadu, ajld Cy TEOPHUjCKE OCHOBE 3a Ae(PUHUCAHE
JleGerosor unTErpasa HOCTA KOMIUIEKCHUjE U MOYUBY OA AeUHUCAHA alnredpu u o-aiaredpu (0 - TPUKO CJIOBO
crUrMa) CKyIOBa Kao 1 (yHKUUje Mepe Ha TuM ajrebpama.

Heka je nat npoussoman ckyn X (mpumepa pamu, seka X = R). Aare6pa A ckymnosa Ha X jecTe CKyIl CKyNmOBa
TAKAB 114 BAYKU:

1. @ € A - mpa3an CKyI yBeK Npunanga ajarebpu

2. Fc A = E°=X\FEc A - ako ckyn E npunana aare6pu, taga u meros kommiement X \ E mopa
IpUIamaT aaredpu

3. Fy,...,E, — FE U...UE, € A- ako ckynosu F1, ..., E, npunana aareOpu Tana 1 muxosa yauja E1U...UE,
MOpa TpUMaIATH ajaredpu.

3a X =R, jeman npumep aure6pe ma X 6uo 6u ckyn: A = {J, (—o0,3), [3, +00), R}.
(a) [2 moena] Heka je mar ckyn X u amnrebpa A ma ckymy X. Ilokasatu na X € A

Jemno on GuTHUjUX cBOjcTBaA anredbpu jecTe ma cBaka KOHAUHA ajredbpa mopa cangp:kaTtu 2" eJeMeHaTa 3a HEKU
npupogan 6poj n € N. IIpernocraBumo cana na je maT HEKM IPOM3BOJbAH CKYI HOACKynoBa ox X - (HOp. HeEka je
mat Z = {(—00,3)}). Murnmasna anreGpa remepucana ca Z jecte anrebpa Az xoja mma Hajmamu moryhum 6poj
ejeMeHaTa, a CaApKU CBe esqeMenTe u3 Z - y HameM caydajy to je Az = {J, (-0, 3),[3, +00), R}.

(6) [8 moena] Heka je X = Q4 CKyn CBUX MO3UTUBHUX DalMOHAJHUX Opojea. latu cy ckynosu Ao, Ay, Az, As
Ha caenehu mauun (x =r (mod 4) Basku ako x gaje ocrarak r nIpu mememy ca 4):

Ao ={L € Q4 [H3A(p,q) =1,p+¢=0 (mod 4)}
A1 ={L €Q4[H3(p,q) =1,p+¢=1 (mod 4)}
Ay ={L € Q4 |H3(p,q) =1, p+¢=2 (mod 4)}
A;={2 € Q|H3/(p.q) =1, p+¢=3 (mod 4)}
Onpemutu MmuHEMaJHE aarebpe A, remepucany ckymosuma Ag, As u Ag remepucany ckymosuma Ay, A, As.

OcuoBHa uzneja npu nepuHrCcany anredpu CKyIoBa jecte oapeauTu GpamMuiaunjy (Tj. CKyI) CKyIOBa KOje MOKEMO
meputu. Mepa na anrebpu A jecre dpynruumja p: A — [0, +00] 3a KOjy Baku:

1. u(=@) =0 - mepa npasuor ckyna je 0
2. Hera cy F1, Es,... € A nucjyarran ckynosu takeu ga B3 U E, U... € A. Tana

(Ge)-

n=1

rue je |_| E, = Ey UE;U... beckOHaYHA [UCjyHKTHA yHUja U Z w(E;) = pu(Er) + p(Es) + ... GeckonauHu

36up . MebyTMM (jemrocTaBHOCTH pamm), 3anp:kalieMo ce HA KOHAUHUM yHUjaMa U KOHAUHUM 30MpOBUMA -
ako cy Ei,...,E, mucjyaxtau tana je p(EhyU...UE,) = u(Ey) + ... + u(Ey)



ButHO je HamoMeHyTH Ha ce mpW padyHamy ca MepaMma y3uMma na je +00 +a = +00 rue a € (—oo,—i—oo] Kao u
+00-a = +00 3a a € (0, +oo] ok Basku +0oo -0 =0 (mTo HUje cayuaj y ocTtamuMm memoBuma Maremartuuke anaiuse
- 400+ 0 je memro mTo HazuBaMo HeonpebhenoMm popmom).

(B) [4 moena] Herka je nara anre6pa
A={a,(-00,3),[3,5), [5, +00), (—00,5), [3, +00), (—00, 3) U [5, +0), R}

n Heka je mata mepa u: A — [0,400] Taksa ma u((—o00,3)) = 1, u([3,5)) = 2023, u(R) = +oo. Oapemmtu mepe
p((=00,5)) 1 p([5, +00)).
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BAJATAK 6. KOHCTPYKIIMJA U AHAJIU3A AJITOPUTAMA

CermenTHO cTabio, MO3HATO W KAO cTabJIO pACHOHA, je CTPYKTypa MOAaTaka Koja Ce KOPUCTU 3a e(YUKACHO
u3Boheme ynura pacloHa Ha HU3Y ejleMeHaTa. Kana ce KOHCTPYWUIIE CErMEeHTHO cTabiio 3a JaT Hu3, MOxeTe OP30
U3pavyHATH OATOBOPE HA PAa3JIWYUTE YIUTE, KAO ITO CY MUHUMYM, MAKCUMyM, 30UD MU TPOU3BOMA €JIEMEHATA
yayTap onpebenor pacnosa.

HajjemrocTaBHuja uMmiaeMeHTaNMja mMOapa3yMeBa 1a ce cTabiio yyBa UMILIAMUTHO y HU3Y. lIpermocraBuhemo
na exemente crabia cMmemarMo on nosunuje 1 (a He ox 0, Kako je To yobuuajeHo), jep je Tana apUTMETHKA Ca
MHIEKCVUMa MaJIO je THOCTABHUjA.

Asropuram 3a KOHCTPYKIM]Y CEIMEHTHOT cTabJa IaT je y HACTaBKY:

// Ha OCHOBY HATOr HHE3a a LyXHHE N

// y KOM Cy eneMeHTH CMeWTeHM of mo3uuuje O

// dopMHpa ce cerMeHTHO cTabllo y KOM Ce eJeMeHTH
// cMemTajy y HEH3 stablo kpeHyBmE on mosumumje 1

void formirajSegmentnoStablo(int a[], int n, int stablo[]) {

// copy_n(InIter srcBegin, Size n, OutIter destBegin)
// KoIHpa n ejleMeHaTa W3 pacloHa KOjH je NebuHHCAH
// modeTHuM mTepaTopoM srcBegin y pacmoH xoju je

// nmedbunucan modeTHWM mTepaTopoM destBegin.

copy_n(a, n, stablo + n);

for (int k = n - 1; k >= 1; k--)
stablo[k] = stablo[2xk] + stablo[2*k+1];

(a) [9 moena] Har je uu3 a = [3,5,2,5,9,10,7,2,4,11,6,2,9,8,12,3,15,6, 3,8, 10,6,8,2,4, 11]. Hus roju ce nobuja
KOHCTPYKIMjOM CETMEHTHOT cTabiia 3a HU3 a je:

a) stablo = [—,171,112,59, 49, 63, 33, 26, 24, 25, 36, 27, 25,8, 7, 19,9, 15,8,17, 15,21
11,16,10,15,3,5,2,5,9,10,7,2,4,11,6,2,9,8,12,3,15,6,3,8, 10,6, 8, 2, 4, 11]

6) stablo = [—, 171,112, 59,49, 63, 33, 26, 24, 25, 36, 27, 25, 15, 10, 16, 11, 21, 15, 17, 8,
15,9,19,7,8,3,5,2,5,9,10,7,2,4,11,6,2,9,8,12, 3, 15,6, 3,8,10,6,8,2,4, 11]

B) stablo = [—,171,112,59,55,43, 15,26, 32, 32, 23,28, 15, 15,10, 16, 11, 21, 15,17, 8,
15,9,19,7,8,3,5,2,5,9,10,7,2,4,11,6,2,9,8,12,3, 15,6, 3,8, 10,6, 8, 2,4, 11]

r) stablo = [—,171,112,59,55,43, 15, 15, 26, 32, 32, 23,28, 15,8,7,19,9, 15,8, 17,
15,21,11,16,10,15,3,5,2,5,9,10,7,2,4,11,6,2,9,8,12,3,15,6, 3,8, 10,6,8, 2, 4, 11]
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SAIATAK 7. IIPOJEKTOBAIGE BA3A IIOJATAKA

Oxunaun y GazaMa mogaTaka IpeacTaBibajy 00jeKTe KOjU ce aKTUBUPA]y ayTOMAallKU Kana ce Joroau onapebhenu
morabaj (unp. INSERT, UPDATE, DELETE) na onpebenoj rabenn. Oxmpaun cy MeXaHU3MU KOJU Ce M3BPIIABA]Y
HaKOH IITO Ce NOrOMY aKI¥ja, aJu Ipe Hero ITO ce IPOMeHe 3anumy y 0a3u nmomaraka. Kana ce moromu onpeberu
norabaj na Tabesnu, okmnau ce akrusupa u nmokpehe. Orxunad moske pepepucaru Ha cTame Tabese Ipe U 1Oocie
norabaja, Te MOke M3BPIIUTYU HEKY aKIU]y HA TE€MeJby TOT CTama, KAao IITO je ayKypupame aApyre rtabeie, YHOC
HOBOT pena y APYry Tabenay min m3BoDheme HEeKe Apyre pamdme.

Oxumave onmcyjy HABE KaTeropuje y Koje MOpajy J[a Cce CBPCTajy:

e TUIl OKMIAUA:

— BEFORE - usBpmaga ce mpe omeparuje 3a KOjy Ce OKUIAU Be3yje

— AFTER - usspmasa ce HAKOH Oomepalnuje 3a KOjy ce OKUIAY Be3yje
e omepaluja 3a OKUIAME

— INSERT - okmmau ce akTuBMpa ODPUIMKOM YHOIIEHA HOBOL pPena y MOCMATpaHy Tabeiy
— UPDATE - okmmau ce akTuBUpa IPUINKOM a:KypUpama penoBa U3 mocMarpane Tabeie

— DELETE - orkmpau ce akTuBUpa NPUINKOM OpHcama pemnoBa mocMarpane tabese
Cunrakca nucama oxkunada je caeneha: (3Hak | 03HAUABA MUC]YHKOU]Y Tj. JIOTMYKO KJIU)

create trigger [IME] [before|after| [insert|delete|update] on [IME_TABELE]
for each row
begin

[OPERACIJA_1];

[OPERACILJA 2];

[OPERACLJA K];
end $$
delimiter $$

Kao mTo cMmo HamoMmeHynu, IPUINKOM Kperpama OKMAada MOPa Ce HaBeCcT! Tabesa 3a KOjy Ce OKMIad Besyje,
omepamuja kojy morpumo (update,insert, delete) kao u Bpeme okmmama (before, after). Ipumep:

create trigger okidac.A AFTER INSERT on tabela_A
for each row
begin
[operacije];
end

Hasenenu oxummau okidac_A Om usBpmasao omepaiuje Koje GUCMO HaABEIU Y HEMOBOM TEIY HAKOH YHOIICH:AQ
HOBOT' pena y Tabeny tabela_A.

Tokom mucama omepanuja y OKBUPY Teja OKMAAYa, y 3aBUCHOCTU OJ ONepalyje 3a KOjy je OKuIad Be3aH
MOkeMO pedepucaru Ha HOBY (new), crapy (old) wnu oGe BpexHocTH mocMaTpaHor aTpubyra y Tabeiu.

Heka je mara Gasza momartaka tect ca caemehwum pemanujama:

student_mast(STUDENT_ID, NAME, ST_CLASS)
student_marks(STUDENT_ID, NAME,SUB1, SUB2, SUB3, SUB4, SUB5, TOTAL, PER_MARKS)
student_log(USER_ID, DESCRIPTION)



(a) [5 moena] IIpernocrasumo na Tabena student_marks campsgu momaTKe O CTYXEHTUMA KOJU CY CE€ MPUjaBUIN
3a moJjarame TecTa. Kako TecT joml Huje 3aBPIIEH, MPETIOCTABMMO Ja ce y Tabelu 3a CBAKOT CTYNEHTA HAJIA3e
camo Bpemuoctu npunanajyhux arpubyra STUDENT_ID u NAME nok cy BpemHOCTH CBUX OCTAJUX ATPUDyTa
nocrassbeHe Ha noapasyMeBane Bpemuoctu (0 mam NULL). 3aBpmern je TecT u CTyIeHTH Cy HOOUIM OLEHE 3a
5 pazmuuuTux npemMera. Y HOce ce omneHe y Tabesy student_marks. lomyHWTEM KOA OKMOada KOjU ayTOMAIKA
Mema yrynay oueny(TOTAL) u npoceuny oueny (PER_-MARKS) cBux npenvera. Bpennocru oBux arpubyra ce
u3padyHaBajy Ha ciaemehu Hauwmm:

yrymaa orera: TOTAL = SUB1 + SUB2 + SUB3 + SUB4 + SUB5S
npoceuna onena: PER_.MARKS = (TOTAL)/5

[MTomyuutu xKom oarosapajyher okmmaua:

delimiter $

create trigger update_stats 1. 2. on student_marks

for each row

begin
set new. TOTAL = new.SUB1 + new.SUB2 + new.SUB3 + new.SUB4 + new.SUB5;
set new. PER_MARKS = new. TOTAL/5;

end $

a) 1. before, 2. insert 6) 1. after, 2. insert B) 1. before, 2. update r) 1. after, 2. update

(6) [4 moema] IlomyHuTu KO OKMAada KOjU NIPUIMKOM IpoMeHe paspena (st_class) crymentuma y tabenn
student_mast mposepaBa Ia yHETH pa3pen HUje MABmU O LOCATAIIET.

delimiter $
create trigger cant_downgrade 1.~ update on student_mast
for each row
begin

declare msg varchar(255);

set msg = 'Greska: Novi razred je manji od starog!’;

if2.  stclass ;3. _ .stclass

then signal sqlstate '45000° set message_text=msg;

end if;

end $

a) 1. before, 2. old, 3. new 6) 1. after, 2. new, 3. old B) 1. before, 2. new, 3. old r) 1. after, 2. old, 3. new
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BAJATAK 8. OYHKIIMOHAJIHO IPOTPAMUPAILE

dyHKIMOHAJHO TpOrpaMUpame je IporpamMmpame KOje Ce 3aCHUBAa Ha MOjMy MaTeMaTwdykux ¢yHkmuja. Oc-
HOBHU IIMJb (YHKIIMOHAJIHOT IpOTpaMUpama je Ja ONOHAIla MaTeMaTUYKe (YHKIUje - Pe3yJTAaT TOra je IPUCTYII
IporpamMupamy KOjU je y OCHOBU NPYTauMju OX “KIACUYHOI | UMIEPATUBHOL MPOTrPaMUPAA.

ITpumep. IlpernocraBrMo ma nMaMo (QYHKIU]Y:

xr, xT>Y
Yy, y=zw

max(x,y) = {

IIperxonuy (QyHKIU]jY MOKEMO KOPUCTUTHU 32 AeUHMCAmE HOBUX (yHEIUja. Ha mpumep:
max3(z,y, z) = max(max(z,y), z)

Pyurmuja max3 je xommosunuja GyHrnuja max. lIperxonHo nedumMcane (yHKIMje MOXeMO KOMOMHOBATHU HAa
pasue Hauune. Ha npumep, ako Tpeba uspauynatu max6(a,b, ¢, d, e, f) , To moskemo ypanuru Ha caenehe mauume:
max(max3(a, b, c), max3(d,e, f)), max3(max(a,b), max(c,d), max(e, f)), max(max(max(a,b, max(c,d)), max(e, f)).
IIporpamcku jesur Haskell je mpumep ¢pyHKIMOHATHOr TpOrpaMcKOr je3ura. lIporpamuparme ce 3aCHUBA HA MUCABY
¢yHKIMja, TONYT MATEMATUYKNX, U BuUxoBe npumene. Ilornenajmo npumep Haskell ¢pyurmuje:

factorial :: Int -> Int
factorial 0 = 1
factorial n = n * factorial (n-1)

Y oBom npumepy medpunumemo pyurmujy factorial, koja pauyna dpaxropujes 6poja n. Y mpBOj AuHUjU HePUH-
MImeMOo IpecankaBame tunosa (tipulaz — tipizlaz). ¥ oBom cayuajy m ynasnu u nsnasau napamerap je Int (integer,
1neno6pojua BpeqHocT). ¥ Ccaydajy ha MMaMO BUIIE yJIa3HUX BPEIHOCTU, TUIOBE HABOIVUMO jelaH 3a APYTUM, & 3a-
TUM Ha Kpajy HABOAMMO TWI u3jaasHe Bpennoctu (tipulazl — tipulaz2 — tipizlaz). IIpyra munuja obpabyje cayuaj
na je ynasuu 6poj 0, y Tom cuay4dajy je m3na3 gpyuknuje 1. Tpeha nunuja obpabyje cayuaj kana je ynas paziudanut
on 0. Tana je muzna3 jemuar ulazniBroj x factorial(ulazniBroj — 1). OBme Mo:xeMO BuIeTH IpuUMep pPeKyp3uje, Tj.
¢yHKIM]y KOja mo3uBa camy cebe. Pexypsuja ce Beoma yecTo Buba y (QyHKUIMOHAJIHMM OporpaMwmma. Kana ce
¢GYHKIIja TO30B€ PEKYP3WBHO, OHA CTBAPA HOBY MHCTAHI[y T€ MCTe (YHKIHMje KOja MMa CBOje COINCTBEHE JOKAJIHE
npoMenspuBe 1 nmapamerpe. CBaka mHCTaHna (QyHKOMje pemaBa Mamu neo npobiema u Bpaha pesynarar. Pesyn-
TATU Ce 3aTUM KOMOUHYjy na 6u ce mobmo roHauan pesynarar. OcHOBHM TunmoBu y mporpamckoM je3ury Haskell
cy: Bool, Char, Bool, Int, Integer u Float. Beoma cy canum kao n y “kimacuyauM’ nporpamMcKuM je3urmma. decto
ce KOPWCTE JIMCTE, KOJEKNuje MPOM3BOJLHOT Opoja Bpemmoctw ucrtor twna (mpumep: [Int], [1,2,3,4,5]). Jlucre
ce MOry mpukasaté u y obauky (X :Xs), TAe X NPEeACTaBba NPBY BPEIHOCT y JUCTH, IOK je XS MOJIa3Ha JUCTA
6e3 mpsor wiana. Ha mpumep, 3a sucrty [1,2,3,4,5] Baku x = 1, a xs = [2,3,4,5]. Takobe, ynorpebmasajy ce
u Topre. Topke cy Koueknuje Gpurcupanor Gpoja BPEAHOCTH, ajd MOTEHIU]AJHO PA3IUUYUTUX TUNOBA (HpUMEp:
(Float, Int)). ¥ Haskell-y, cumGouxn | ce kopuctu 3a mepunucame BUMIECTPYKUX I'PaHa y yHEuujaMa. Bumectpyke
rpaHe ce KOpUCTe 3a neUHUCAEe U3Pa3a KOjU 3aBUCE OJ Pa3iInduTuxX yciaoBa. llocaemma rpana (otherwise) ce
npuMemnyje aKo HUje UCIYHEH HU jelaH O IPETXOMTHO 33JaTUX yCJIOBA.

nazivkFunkcije :: TipoviArgumenata -> TipRezultata
nazivFunkcije argumenti

| uslovl = izrazl

| uslov?2 = izraz2?

| uslov3 = izraz3

| otherwise = izrazN

Kanma mpoBepaBaMo jeTHAKOCT KOPMCTUMO CUMDOJ ==, a KaJa IPOBepaBaMO HEjeIHAKOCT KOPUCTUMO CUMOOJ
/=. Ha npumep, spennoct 20 == 23 je False, nox je Bpemnoct 20/ = 23 jennara True.



(a) [2 moena] Haskell pynrnuja je nepunucana wa caenehn maumn (x ‘mod‘ y maje ocrarak npu mememy Gpoja
x BpojeM y):

matematikaFunkcija :: [Int] -> Int
matematikaFunkcija [] = 0
matematikaFunkcija (x:xs)
| (x * x) "mod™ 2 == = X + matematikaFunkcija xs
| otherwise = matematikaFunkcija xs

IIIta he 6utu pesynrart mosmsa ¢yHruuje matematikaFunkcija([1,0,4,4, —4,14,9,2023])?
a) 2023 6) 212 B) 2051 1) 18

(6) [3 moena] Haskell pynrmmje cy mepunucane Ha crnemehu maumn (length lst spaha 6poj ememenara mmcte
Ist):

informatikaFunkcija :: Int -> [Int] -> [Int]
informatikaFunkcija k []1 = []
informatikaFunkcija k lst

| k <= 0 = 1st

| k > length 1lst = 1lst

| otherwise = astronomijaFunkcija k 1st
astronomijaFunkcija :: Int -> [Int] -> [Int]
astronomijaFunkcija k [] = []
astronomijaFunkcija k (x:xs)

| k == = XS

| otherwise = (x : (astronomijaFunkcija (k - 1) xs))

IIIta he 6utm pesynrar mosmsa ¢ymrumje informatikaFunkeija 4 [1,-1,2,-2,3, —3]7
a) [2,-2,3,-3,1,-1 ©6) [] B) [1,-1,2,3,-3] 1) [-1,2,-2,3,-3]

(B) [4 moena] Haskell ¢pyurmuje cy mepunucane na caenehn mauumn:

matfFunkcija :: (Int, Int) -> Int
matfFunkcija (x, V) sumakunkcija 0 (x + V)

sumaFunkcija :: Int -> Int -> Int
sumaFunkcija 0 m = dmsFunkcija m
sumaFunkcija n m = n * n + sumaFunkcija (n - 1) m

dmsFunkcija :: Int -> Int
dmsFunkcija 0 = 0
dmsFunkcija n n * n + dmskFunkcija (n - 1)

[ITa he 6utu pesyarar nosusa Qyurimje matfFunckija(11l, —4)7

a) 0 6) 140 B)49 1) 34
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SAJATAK 9. PAYYHAPCKA MHTEJUTEHIIAJA

Knacuuna OwmHapHa JOrmKa 4YeCcTO HUje IPUMEHJ/LUBA Yy peaBamy peatHux npobsaema. Tu mpobiaemu ce
HEPETKO ONUCYjy HENOBOJLHO HPENU3HO (HOp. MCKa3u ’BeoMa IJIACHO“ M ”IOMAJO BETPOBUTO HUCY OUHADHN).
3aro ce jaBuia morpeba 3a yBohemeM apyraumjer JOTMYKOr amapara Koju he oGe3bemuTu mpaBumia 3a ne(uH-
UCambe OBAKBUX M3Pa3a.

Ilahemo jom jeman mpuMep KakO OU M3JI0KEHU OpobJieM MOCTAO0 jacHUju. Rako 6mcMo meumHUCAIN CKYI BUCOKUX
mwynu? Ako mocraBumo rpasuny Ha 175¢m, ocobe koje cy Bucoke 176e¢m u 212c¢m 6uhe ”jennako BucCOke“, HOK
he ocoba onm 174cm GuTu HUCKA, MAKO je caMo 2¢m HIKA O IPETXOMIHO MOMEHYTe BUCOKe 0cobe.

dazm ckynmoBu HaM omoryhaBajy Oa ce IPUNAIHOCT €JIEMEHTA HEKOM CKYNIy Ae(GUHUIIEe HYyMEPUYKOM BpemHOm Ny
m3mebhy 0 u 1 (Iaskma! me Tpeba MemaTu OBe MOjMOBE Ca MOjMOBUMA U3 TEOPUje BepoBATHONE MAKO TepMu-
HOJIOTUja y HEKUM CUTyanujama Mo:ke Outu cauuna). Axo je X momen, a © € X KOHKDETHU €JIEMEHT TOI IOMEHA,
ouna ce dasn ckyn A onmcyje ¢pyHEmMjoMm mpunamaocTm: fia: X —[0,1].

Pazu pyHKUMja DpUIATHOCTU CKyIy orpanudena je mameDy 0 m 1 m 3a CBaku eJeMeHT IOMEHA je jeTHO3HAUHA.
EBo mpuka3za jemsor moryher naunaa ne¢uHUCARKA CKYIa BUCOKUAX JbYAU U (pa3u GyHKIUje TPUIATHOCTA:

0, ako BrucuHa(z) < 1.5m
BuCOK(z) = ¢ (Bucuna(z) — 1.5m) x 2.0m, axo 1.5m < sucuna(z) < 2.0m
1, ako BucuHa(z) > 2.0m
BHCOK ()

BucuHa(x)

IlocToju Bume ¢a3m CKyDOBHUX peJsalyja Kao ITO Cy jeOHAKOCT CKYIOBa, IOICKYIOBU, KOMIIJIEMEHT, IIPECEK,
VHUja, aju oBAe NeMO HPUKa3aTU CaMO NPECEK U YHUjy.

IIpecek - OCTOjU MHOTO HAUMHA, a CTAHAADIHU CY:

- mpeko MuHUMYMA: fanp(2) = min{ua(x), pp(z)}, Ve € X

- mpeko npousBona: pang(x) = pa(z) - pp(x),Vr € X (Hamma! y oBom cayuajy Tpeba OuTu omnpesaH, jep
Bell HAKOH HEKONMKO M3BENEHUX MHOKEHA BPEOHOCT MOMKE TEKUTH HYJIM, Yy TUM CUTyalnjaMa je Pay JIAKIIer
ynopebusama 60/be KOPUCTUTU MUHUMYM )

YHUja - moCcTOjU MHOTO HAUWHA, & CTAHAAPAHU CY:

- mpeko MakcumyMa: paup(r) = max{pa(x), up(z)}, Ve € X

- mpeko 36upa: paup(x) = pa(x) + pp(x) — pa(z) - pp(zr),vo € X (Ilaskma! y oBoM ciaydajy tpeba Gurn
ompesaH, jep Bell HAKOH HEKOJUMKO W3BEJCHUX CabUpama BPEIHOCT MOKE TEKUTU JeIUHWIN, Y TUM CHUTyaldjama
je pamu nakmer ynopebuBama 60ibe KOPUCTUTU MAKCUMYM )

IIpumep:
Hauco (M€Tap) = 0.9 M flarnera(TeTap) = 0.8
Meucox (MapKO) =09u MaTneTa(MapKO) =0.5

Axo ce 3Ha 1a je mobap KomapKall BUCOK U aTJIeTa, KOju Ol oBe apojulle je 6omu? [IpumeHoM mpaBuia MUHUMYMa
3a mpecek (JIOTUYKO U):

Hnobap xomapram (T€Tap) = min{0.9,0.8} = 0.8
Knobap xomapxam (MapKo) = min{0.9,0.5} = 0.5

na 3akmpyuyjemo ma je Ilerap 60mu KOMmapKAaII.



Kaxemo ma ayromMoOmn mMa BeJUKY BPENHOCT aKO MMa MaJly IOTPOINKBY X BHUCOKY moy3nanoct. llorpommsy
MepuMo y auTpuMa ropusa Ha npebenux 100km, a moy3smanocT y mpoceuynoMm O6pojy kBaposa uHa 1000km.

Ayromo6ui 1 uma norpomsy on 6 [/100km u npoceuno 12 ksaposa ma 1000km
Ayromo06ui 2 uma norpousy on 8 [/100km u npoceuno 10 ksaposa ma 1000km

Hexa cy mare ¢pyHKnuMje npumamgHOCTA 3a HOTPOIIEKHY U IOY3NAHOCT:

1, ako ropuso(z) < 31/100km

MaJsia moTpouIha(r) =
(—0.33 x ropueo(z) + 3) % 0.5, wHave

MaJsa mOTPOHa(x)

ropuso(z
0 3 6 8 przo(z)
1, ako KBaposu(x) < 5
noy3aanoct(x) =
—0.02 x kBaposu(z) + 1.14, wunave
noy3zaanoct ()
1‘ | | |
l l l KBapoBH ()
0 7 10 12

(a) [9 moena] Ilocrasmena cy caenelia nurama:

1. Koju ayromobun uma Behy BpennocT?
2. Ia nu je y muTamy OpeCcek Miu yHuja?!

3. Ako je y muTamy Tpecek, Koja je pasziuKa y BPEAHOCTUMA Kala KOPUCTUMO MUHUMYyM? AKO je y mUTamy
VHHU]ja, KOja je pa3imka y BPETHOCTHUMA Kaaa KOPUCTUMO MAKCUMYM?

4. Axo je y muramy IpeCceK, KOja je Pa3inka y BPEIHOCTHMA Kala KOPUCTUMO Npom3Bon?! AKO je y muramy
YHHU]&, KOja je pas3juka y BPEeTHOCTMMA Kaaa KOPUCTUMO 30up?

a) 1. ayromobun 1; 2. mpeceg; 3. 0.12; 4. 0.21  ©6) 1. ayromobua 2; 2. yuuja; 3. 0.01; 4. 0.22

B) 1. ayromo6bua 1; 2. opecek; 3. 0.33; 4. 0.29 r) 1. ayromoduxn 2; 2. vuuja; 3. 0.04; 4. 0.29
) y ; pecex; ; y ; 2. yHuja; ;
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SAIATAK 10. ICTPAXKUBAIGE ITOJATAKA

Ucrpaxupame momaraka je IpoleCc OTKPUBama KOPUCHUX WHPOPMAaNMja W 3HAKHA U3 BEJIWKUX CKYIOBa IIO-
naTaka IPUMEHOM Pa3IUYNTUX TEXHUKA U ajropurama. lobujene mHPopManuje 1 3HAWHa Ce MOT'Yy IPUMEHUTH Ha
pasanumTa Noapydja Kao MTO Cy MapKeTWHT, MeIunuHa, (UHAHCHje U MHOTA ApYyTa.

Jenna on TexHWKa KOja Ce KOPUCTU y MCTPaKUBaImy IOJaTaka jecTe Kiacupuranuja. Riaacuduraiumja mpen-
CTaBJpa IIPOIEC KATEropu3alrje yIA3HUX HOJATAKA y PA3JINUNTE KJIACE WIN KATEeropuje, Ha OCHOBY HUXOBUX
ocobmHA WIM KapaKTEePUCTUKA. JemaH On ImpuMepa KiIacuUKauje MOKe OUTH KAaTeropusanuja UMejil MOPYKa
y spam MM he-Spam KaTeropujy. Y OBOM CIyYajy, yJa3HU IOJAIM Cy TEKCTyaJlHe IOPYKe e-IoIuTe, a IUib je
KJIaCU(PUKOBATH X Y jENHY OJ IBE KAaTeropuje Ha OCHOBY H-UXOBUX CBOjCTBA.

Knacudpuranuja monaraxa Moske OUTU M3BpHIeHA y3 MOMON MHOrOOpOjHUX ajsropuramMa. JegaH Ol TAKBUX jeCcTe
amropuraMm - KNN (k Nearest Neighbours). WMmeja osor amropurma jecre ma mocmarpamo K majbmwkux cycena
oJaTKa KOJU »KeJINMO 1a KIaCU(PUKYjeMO U Ia Ha OCHOBY KJlaca TUX Cycella 3aKbydYNMO KOjOj KIacy caM IOoNaTak
npunazna. [Ipe Hero mro 3anmoyHeMo KiIacupuKanujy mogaraka, Mopamo onpenutu cienehe napamerpe. Ilapam-
etap k mpexncrasmma 6poj HajOMMWKMX cycena MOJATKa KOoju kiacudukyjemo. JIpyru mapamMerap KOju mocMaTpaMo
jecTe METpUKa Tj. HAUMH HA OCHOBY KOjer pauyHaMo pacrojawma mehy monamuma. [lapamerpe koju nHajbosme Kiacu-
¢uryjy mame momarke ompebyjemo manm nomanmMa 3a kKoje Beh 3mamMo kojum kiaacama mpunanajy (Takse mogaTke
HA3MBAMO TPEHUHI mozanuma). [IpHiIMKOM olemuBama KOJUKO HOOPO HAlM IHapaMeTpy KIACUPUKY]y II0HATKE,
MOYKEMO Ha TPEHyTaK 3aHeMapUTU KOjUM KaTeropujama CBaku momaTak npumnana m y3 momoh kNN aaropurma,
ca omabpaHVUM mapaMeTpuMa, oapeauTu HoBe upensubene”’ kaace. HoBomobujene riace MOXKEMO YIOPEIUTU CA
CTBAPHUM KJIacaMa HAIMUX MOAATAKA U HA TAj HAUMH OIEHUTU 38 KOJUKO MOJATAKA CMO TAYHO MPEIBUNCIN KIACY
Kojoj mpunanajy. IlomenyTm mocrynak IOHAB/HAMO HA PA3IMYATAM KOMOMHAIMjaMa IapamMerapa U OupamMo OHY
KOMOMHAIM]Y KOja mMa HajOOJBy OIEeHY Tj. HajboJ/be KIacU(UKyje NOCTYIHE mOJaTkKe. Y3 moMoll Hajbosbe OomeH-
jeHuxX mapaMerapa MOKEMO MpeaBubaTu KJjace HOBUX MOJATAaKa 3a KOje He 3HAMO KOjOj KATeropuju MpUMIana]y,
OITO U jecTe IMJb KIacupUKaIumje.

Y HapemnoM npumepy hiemo niaycrpoBaTty nocrynak kiaacupukanuje KNN anmropurmom. latu cy HaMm momganu o
roauHaMa U MecevHo] 3apanu onpebenux ocoba. Husm Ham je ma npenBuaumo ma jiu je ocoba Kymuia ayToOMOOUII.
OBu momanu mpencTaBibajy TPEHUHI MOAATKE, M OHM HAM CIIy:Ke, KA0 IITO CMO DAaHMUje MOMEHYJIU, A OIEHUMO
KOJIMKO MOOpOo omabpanu mapaMerpu KIacuUKyjy AOCTYIHE MOJAaTKe. Kao mapaMmerpe ajropurMa KOpucTulieMo,
Ha mpuMep, k = 2 u eyRIUACKO pacTojame.

T'onuue | Meceuna 3apaga | Kymno ayTo
26 30 He
31 34 He
35 43 Ha
42 46 Ha
48 49 Ha

3a cBakM IIOJaTak, Tj. CBakW pen m3 tabese, nocmarpahemo kojuM kiracama npumnanajy mEroBa JBa HajOImxa
cycema. Ilomarax hemo kaacupmroBaTM OHOM KJACOM KOjo] mpunazna BehimHa meroBux k majOmmkux cycena.
Yxonuko O6u Opoj cycema koju mpunaznajy kgacu ~Ila” 6mo jemmark ca OpojeMm cycema KOju HpUIanajy KIACH
"He”, momarak MOKEMO KIaCU()UKOBATH HACYMHYHO jeNHOM KJIaCcOM, y OBOM mpuMepy hemMo Ha IpuMep YBEK
knacupurosatu knacoMm "He”. IlocToje pasznnuwnre npenusHuje 1 CIOKEHUje TEXHUKE KOje PeliaBajy oBaj ciaydaj,
anu hiemo ce 360r jeZHOCTABHOCTH 3aAPXKATU HA OBOj.

Eykauncro pacrojame msmeDy nBa momarka pauyraliemo nomohy ¢opwmyie:

d((x1,31), (22, 92)) = V(22 — 21)2 + (y2 — 11)?

e T U Yy IPEeACTaBbajy BPEAHOCTU KOJIOHA U3 Tabesie IPBOr OJAHOCHO APYTOr MOAATKA. Y HAIIEM OPUMEPY T U Y
ce omuoce Ha rosoue ' Tomuue” m ”Meceuna 3apana”’

Nzpauynahemo pacrojama OpBOr HOJATKA CAa CBUM OCTAJUM M3 Tabejle M HEroBy IpelBubeHy kiaacy hemo
OJpeauTH Ha OCHOBY IeroBa 2 HajOmmwxka cycema. OBaj moctymak hemMo MOHOBUTM 3a CBAaKM MOJATAK U HA KPajy
YIOPEOUTH 33 KOJMKO MOAATAaKa CMO TAYHO C€ CTBAPHA KJIaca M NpeABMDEHa Kiaca MOKJIAamajy, Tj. KOJIUKO IOo-
[aTaka CMO TAYHO KIACH(PUKOBANU. Y IEO TAYHO KIACUPUKOBAHUX MIOJATAKA ¥ ONHOCY HA YKyIaH OpOj IIOJATaKa



npeacTaB/ba TAYHOCT IpenBubama. VM3pauynajMo pacrojame udMely mpBOr M APYTrOr TMOMATKA:

d((26,30), (31,34)) = /(31 — 26)2 + (34 — 30)2 = 6.40

Ha mcty maumn pauyHamMo m pacTojama MPBOr MOJATKA Ca OCTAJUM MOJAIUMa, M OHa M3HOCe pemoMm 15, 21.93,
28.42. Hpyru u tpehn nomarak mpencrasspajy 2 HajOImKa cycema mpBOT momaTka. llomTo Apyru momarak mpu-
nana xknacu " He” a rpehwu xnacu ” Ila” | npBu nonarak hemo rnacuduroBaru rkiracom ' He” | mo panujem morosopy.
Y cayuajy ma cy oba momaTka IPUIALAaX UCTOj KIACH, IPBU HOAATAK O OMO KIACU(PUKOBAH TOM MCTOM KJIACOM.
Hakon mTo cM0 3a cBaku momaTak OIpeausIv IpenBubeHy KIacy, MOKEMO UX YIOPEeIUTU Ca CTBAPHUM KJacama
U BUAETH KOJWKO Ta4yHO MO m3Bpmmin npensubame. IIpensubene knace mammx momaraka 6uhie penom ["HE”,
"HE”, ”HE”, ” IA” | ” ITA”]. Ilomto cy crBapHe knace nomaraka ["HE”  7’HE” | " TA”, ” TA”, ” IIA”], youuhiemo
[a CMO TAYHO KIACU(PUKOBAJIU CBE moJaTke ocuM Tpeher, mTo 3Haun ma y3 momoh omabpaHux mapamMerapa, Tad-
HoCT mpenBubama kiaaca usaocu 80%.

IIpen ToboMm ce mHamase momanm 5 manujeHaTa u3 jegHe obmmwkme O6omauie. TBOj 3amaTak je Ja TIpeIBUAAII A
U IanWjeHT rMa PU3UK of nobmjama nujabereca. Ilomanu Koju cy T DOCTYIHM CY KPBHU IPUTUCAK, KOINIMHA
TUIyKO3€ y KPBU M MHAUKATOD O JU IAIUjeHT MMa qujabdeTec WM HeE.

Kpsuu nputucak | Huso rnykose y kpeu | [Iujaberec
67 87 He
88 162 Ha
74 141 Ha
60 95 He
110 129 Ha

[Topen eykauackor pacrojama, jOlr jefHa METPUKA TOMONY KOje MOKEMO padyHaTU pacTojame Mehy moaammma
jecte "MenxeTH” pacTojame M OHO ce m3pauyHaBa nmoMohy cienehe ¢opmye:

d((z1,71), (22,92)) = |22 — 21| + [y2 — Y1

(a) [5 moena] Onpemuru ”Menxern” pacrojame uamehy cBaka nBa momarka.

(6) [6 moema] Ilokaszaru 3a kojy Bpemuoct mapamerpa k asropuram kNN majbome knacudukryje mocTymne
nozaTtke rie 3a MeTpuky pasmarpamo ' Menxern” pacrojame? (Hanomena: 3a cBaku momarak Tpeba onpemuru
merosux k HajOmmrmx cycena)

(B) [3 moena] ¥Y3 momoh omaGpanor mapamerpa k w3 nena mox (6), mpemBumetrn na am cienlu HanujeHT
vMa pusuk on nobujame mujabereca: {”Huso raykose y kpsu’ = 148, "Kpsuu npurucax” = 72 }. (Hanomena:
ITonarak unjn jemnakx 6poj k HajOMMEMX cycena IpuUnala jeIHOj, OQHOCHO APYIOj KJIACH, KIACU(PUKOBATUA KIACOM

” HE” )



